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< S
INTRODUCCION

El Algebra lineal es una rama de las Mateméticas tan antigua
como la propia Matematica. El problema de la solucion de la ecua-
cion lineal ax+b=0 puede ser considerado como el problema pri-
mario del Algebra lineal. Aunque este problema no representa di-
ficultad alguna, el método de su solucidn, asi como las propiedades
de la funcion lineal correspondiente y =ax-b, son los modelos de
partida para las ideas y los métodos de toda el 4lgebra lineal. Por
ejemplo, la teoria de la solucién de un sistema de ecuaciones con
varias incognitas se basa en la idea de la sustitucién del sistema
dado por una cadena de ecuaciones del tipo indicado y de la forma
mas sencilla.

La importancia de los sistemas de ecuaciones lineales aumenté
particularmente con la creacién de la Geometria analitica, que per-
mitié reducir todos los problemas principales sobre la posicién de
planos y rectas en el espacio al estudio de sistemas de ecuaciones
lineales. Ya en el siglo XVIII la bisqueda de férmulas generales
para la’ solucion de un sistema de n ecuaciones con n incognitas
llevdo a Leibniz y a Cramer al concepto de determinante. En el
siglo XIX, ademas del Algebra y de la Geometria analitica, los
determinantes penetraron también en el Analisis con los trabajos de
Ostrogradski, Jacobi (determinantes funcionales), Wronski y otros.
Paralelamente en la Geometrfa analitica, en la teoria de los nime-
ros y especialmente en la mecdnica tedrica adquiria cada vez mayor
importancia el problema de transformacién de formas cuadraticas
mediante sustituciones lineales de las variables. Este problema re-
sulté ser también uno de los centrales en el desarrollo de las ideas
geométricas de Lobachevski y de Riemann, que llevd a la creacién
de la teoria de espacios lineales multidimensionales (Grassmann).
A mediados del siglo pasado y en relacién con el estudio de &l-
gebras no conmutativas (Hamilton) aparecié en los trabajos de Cay-
ey y de Sylvester el céiculo de matrices, que en el desarrollo
posterior del Alfebra lineal pasé a ocupar uno de los puestos prin-
cipales. A finales del siglo XIX quedaron creados los capitulos
principales del calculo de matrices: forma normal de una matriz de
una transformacion lineal (Jordan), divisores elementales (Weierstrass),
pares de formas cuadriticas (Weierstrass, Kronecker), formas hermi-
tianas (Hermite). El desarrollo de la geometria diferencial de espa-
cios multidimensionales y de la teoria de tiransformaciones de for-
mas algebraicas de oOrdenes superiores llevd, a finales del siglo
XIX, a la creacion del célculo tensorial.

En el siglo actual los métodos del Algebra lineal han encontrado
amplia aplicaciéon y han sido desarrollados en la teoria de asillos
y médulos, en la teoria de representaciones de grupos, asi comoen
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la teoria de espacios topologicos vectoriales y otros capitulos del
Analisis funcional. Ya en las dos ultimas décadas la teoria de de-
sigualdades lineales y la teoria de espacios afines multidimensiona-
les, estrechamenie Jigada a la primera, han ocupado uno de los
lugares centrales en una rama tan conocida de la matemaética apli-
ca%a como es la teoria de operaciones. Gracias a ello los elementos
de la teoria de espacios afines multidimensionales constituyen ahora
un momento indispensable en la formacién matematica de ingenie-
ros y economistas.

En el Algebra lineal se estudian objetos de tres géneros: ma-
trices, espacios y formas algebraicas. Las teorias de estos objetos
estan estrechamente vinculadas. La mayoria de los problemas del
Algebra lineal admite un enunciado natural en términos de cada
una de las tres teorias sefialadas. El enunciado matricial es gene-
ralmente el mas comodo para los fines de cédlculo. Por otra parte,
en la geometria y en la mecénica la mayoria de los problemas del
Algebra lineal aparece como problemas de estudio de formas alge-
braicas. Sin embargo, la comprension méas clara de las relaciones
internas de diferenfes problemas del Algebra lineal se alcanza so-
lamente al considerar los espacios lineales correspondientes que son
por ello el objeto principal de estudio en el Algebra lineal.

Desde el punto de vista de la teoria de jormas el contenido
del Algebra lineal se descompone de modo natural en la teoria de
formas lineales, cuadraticas y de ordenes superiores. El algebra
lineal propiamente dicha se relaciona, en general, solamente con la
teoria de formas lineales y cuadraticas, asi como con los elementos
iniciales de la teoria de formas polilineales y del dlgebra tensorial.



Capitulo 1 Matrices
y determinantes

§ 1. Operaciones con matrices

L.1. Matrices. Campo principzl. Los objetos principales de es-
tudio en .Jo sucesivo serdn las matrices, los espacios lineales y los
polinomios de varias variables, llamados también formas algebraicas,
En la definicién de cada uno de estos objetos participa un conjunto K
de nimeros o elementos de oira indole que debe ser previamente
elegido. La eleccién concreta de K depende de los probiemas que
se resuelven y de la disciplina cientifica. Por ejemplo, desde el
punto de vista algebraico los resultados obtienen la forma mas
completa, si K es el conjunto de todos los niimeros complejos. Por
el contrario, en la geomeiria y en la mecanica es preciso considerar
generalmente los nimeros reales, mientras que en la teoria de los
nimeros resulta natural aceptar que K es el conjunto de los niimeros
racionales o, incluso, solamente el conjunto de los nfimeros racionales
enteros. Para que los resultados puedan ser aplicados a un niimero
de problemas lo més amplio posible conviene, por lo tanto, no fijar
de antemano qué conjunto concreto se comprende por K. En algunas
secciones serd suficiente suponer que K es un anillo asociativo.
En varios capitulos aceptaremos que K es un cuerpo conmutativo ar-
bitrario o un cuerpo conmutativo arbitrario ordenado, mientras que
varios teoremas importantes seran demostrados solamente en la supo-
sicion de que K es el conjunto de todos los nimeros reales o et con-
junto de todos los niimeros complejos. Para las aplicaciones geomsé-
tricas y fisicas son de mayor importancia precisamente los casos en
que K es el cuerpo de los niimeros reales o el cuerpo de los niimeros
complejos,

Los elementos del conjunto K se llamaréan niimeros incluso cuando
K sea un anillo arbitrario. Los representaremos por letras griegas
minisculas o, B, ..., T.

Un sistema arbitrario de elementos del conjunto K dispuestos
en forma de una tabla rectangular de m filas y de n columnas se
denomina ({m, n)-matriz o simplemente matriz sobre K. Para
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representar una matriz, los simbolos que designan sus elementos suelen
escribirse en el orden adecuado y la tabla obtenida se incluye entre
paréntesis, corchetes o barras verticales dobles. Por consiguiente,
la forma general de una (m, n)-matriz sera

@y Gg oer Gy SOy g eae Qg Ly Gyp e Gy
Cgy gy vso Gy Ku,, [ T a,,,) Coy  Clag  vnv Gy,
- 0 . ! . . - + - - . - . 3

Ly Fpg v 0+ Dy mi %mg - %pn Cm Emg .. &

o

i

donde «,; representan elementos de K. En vez de esta notacién
ﬂeialtada con frecuencia se emplea la notacién abreviada: | el o
<zl"I W

Si"el numero de filas coincide con el namero de columnas, la
matriz se llama cuadrada y el numero de sus filas, igual al de sus
columnas, se llama orden de la matriz cuadrada. En particular, una
matriz cuadrada de orden 1 es simple nente un elemento de K. '

Una matriz compuesta de una scla fila se llama simplemente
fila y el nimero de sus elemenfos se denomina longifud de fila.
En lo sucesivo las malrices seran representadas por letras mayus-
culas latinas.

Dos matrices se llaman iguales, si son iguales los nimeros de
sus filas y de sus columnas respectivamente y si coinciden los nu-
meros que ocupan posiciones correspondientes en estas matrices.
Por consifuiente, una igualdad entre dos (m, n)-matrices equivale a
mn igualdades entre sus elementos.

Las operaciones matriciales principales son: la multiplicacion de
un namero por una matriz o de una matriz por un nimero, la
adicién y la multiplicacién de dos matrices. Por definicion, para
multiplicar el nimero @ por la matriz A o la matriz A por el nii-
mero o hay que multiplicar por « todos los elementos de la ma-
triz A. Por ejemplo,

] _ [eh ap [hp]_ _[kzua]
“[én]_[GEanJ' Enl*T o nef

Si las matrices se consideran sobre un anillo conmutativo K, es
vallda la igualdad oA = A« para cualquier matriz A y para cual-
quier 2 € K. En el caso de un anillo no conmutativo K puede re-

sultar que oA #* Aa. Siendo K el anillo de todos los niimeros
enteros, tenemos, por ejemplo,

2 31_T2 31 = _T10 15
5'[7 —1J“[7 —1J'5—[35 —-5J-
La matriz, en la cual todos los elementos son iguales a cero,
se llama matriz nula y se designa O. Si se quiere indicar de manera

explicita el niimero de filas y de columnas de la matriz nula, se
escribe O,
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Estd claro que para toda matriz A sobre K y para cualesquiera
o, PE€K tienen lugar las relaciones:

I, 1.A=A.1=A,

2.004A=A4-0=0; a-0=0-a=0.

3. a(BA) =(aP) A; (Aa)f=A(aB).

Se llama suma de dos matrices A y B de igual cantidad de
filas y de columnas respectivamente una matriz con el mismo ni-
mero de filas y de columnas, cuyos elementos son iguales a las
sumas de los elementos correspondientes de las matrices 4 y B.
Por ejemplo,

[2 1 3] [0 2 =2 _[2 3 l]
1 8 BT 2 —8]™|% w1 6}

De esta definicién se desprenden inmediatamente las relaciones:

4. A+(B+C)=(A+B)+C

5. A+-B=B+A;

6. (a-+B)A=aA-+BA; A(a+p)=Aa+ Ap;

7. a{A+B)=aA+aB; (A+B)a=Ac+- Ba;

8, A4+0=0-+A=4;

Ja demostracién queda a cargo del lector. En particular, empleando
las propiedades 1 y 6, obtenemos
A4+ A=24A, A-+A4+A=34, ...
Introduciendo la notacién (—1) A=—4, tendremos también
A+ (—A)=0, (—a)A=—ad, —(A+B)=—A—B,
—(—A)=A.

Para abreviar, en lugar de A--(—B8) suele escribirse 4 —B8.

1.2. Multiplicacion de matrices. A diferencia de las operaciones
de adicién y de multiplicacién por un nimero, la operacién de
multiplicacién de una matriz por otra se define de forma mas com-
pleja. A saber, sean dadas dos matrices A y B, tales que el niimero
de colummnas de la primera coincide con el nimero de filas de la
segunda. Si

QL g s Gy ﬁn Bn “a plp
A=|% %a v Oy Yy Be= ﬂﬂ. ﬁil LRR psp
Ly Ry oov Gygp ﬂnl Pig e Bnp
la matriz
Yu Yiz -+ Yip

VYo Yee -+ Vep

C=L
Yor Yme ¢+ Ymp
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donde -
Yr}zar’lﬁl}"'a&ﬁﬁ—*— o +G'Mﬁn; ({: lv vy =1, L e p)r
se denomina producio de A por B y se designa AB. Por ejemplo,

a B 5 ey +PA @b B ae +Pv
%y Bl [? \?] =| %Y+ ﬁ;’* “;6 -+ ﬁll“ @4,E -+ ﬁzv :
o, ﬁw_l * B @Y + ﬂzk mia'-i_ ﬁap' &qE T ﬁv".

La regla de multiplicacion de matrices se enuncia, a veces, de la
siguiente forma: para obtener el elemento, que se encuenira en la
i-ésima fila y j-ésima columna del producto de dos matrices, hay que
multiplicar los elementos de la i-ésima [ila de la primera matriz por
los clementos currespondientes de la j-ésima colimna de la segunda
matriz y sumar los productes obtenidos.

El producto de dos matrices, hablando en términos generales,
depende del orden de los factores incluso en el caso en que el anillo
K es conmutalivo. Por ejemplo,

1 2101 27..[3 4
3 27|11 1715 8}
1 2111 2 7 6
1 17138 27|14 4f°
Si se consideran matrices no cuadradas, puede ocurrir incluso
que e] producio de dos matrices tomadas en un orden fenga sentido
y tomadas en el orden contrario, no lo tenga.
Demostremos ahora las propiedades principales de la mullipli-
cacion de matrices,
9. a{ABY=(aA)B; A(aB)=(Aa)B; (AB)a=A/(Ba).
Sean A =||a;|lnn y B=]| Bz llnp: Para el elemento que se encuen-
tra en la i-esima fila y k-€sima columna de la malriz «(AB)

(i=1, ..., m; k=1, ..., p), oblenemos, empleando la regla de
multiplicacion de matrices, la expresién siguiente:

a‘(ai‘lﬂlﬁ"}“ e +a'h|ﬁnk}'

Andlogamente, para e] elemento que se encuentra en la misma
i-ésima fila y en la misma k-ésima columna de la matriz (24) B,
obtenemos la expresién

(aaf'l} ﬂ:ll-+ LR +(mi'n) ﬁuk'

Como ambas expresiones coinciden, queda demostrada la primera
de las igualdades 9. Con calculos semejantes se demuestran las otras
dos igualdades de 9, asi como las propiedades:

10. (4+B)C=AC+ BC,
11. C(A+B)=CA+CB.
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De las propiedades 10 y 11 se desprende directamente la siguien-
te regla general: para multiplicar una suma de matrices por ofra
hay que multiplicar cada matriz de la primera suma por cada matriz
de la segunda suma y sumar los productos obtenidos.

Hemos visto que para el producto de mairices no se cumple la
ley conmutativa: AB puede ser distinto de BA. Sin embargo, la
segunda ley aritmética—Ila ley asociativa de la multiplicacion-—se
cumple para la multiplicacién de matrices?'.

12, A(BC)=(AB)C.

Para la demostracién tomemos

AB:M Y BC"—"N

y representemos mediante p, y v, los elementos de las matrices
M y N. Segin la regla de multiplicacién de maltrices {enemos

p’(’k = an’lﬁlk —i" aa’eﬁ:k "f‘ S B + a:‘nﬁnk,
Vi = ﬁn\’u e [3_!2?:: S e ﬂjp'\’m-

donde o By ¥ Y son los elementos de las matrices A4, B y C.
Efectuando la mulliplicacién de M por C, oblendremos en ]a i-ésima
fila y {-ésima columna de la matriz (AB)C la suma

(LR UTES ol U JOR S o L o "Ezauﬁjﬁ’ﬂ-
L

Analogamente, efectuando la multipticacién de A por N, obtendremos
en la i-ésima fila y [-ésima columna del producto A(BC) la suma

'V '1' % aVay + ... Jf“ iV :‘E Zaf'jﬁjkVQt'
ik

Puesto que estas dos sumas difieren solamente en el orden de los
sumandos, la formula 12 queda demostrada.

De la forimula 12 se deduce que el producto de varias matrices
dispuestas en un orden determinado no depende de cémo se colo-
quen los paréntesis. Por esto podemos hablar no sélo sobre el pro-
ducto de dos matrices, sino también sobre el producto de un nimero
mavor de matrices. Por ejemplo, podemos hablar simplemente del
producto ABCD de cuatro matrices, ya que las cinco formas dife-
rentes de calcular este producto

(AB)C)D, (A(BC)D, A(BC)D), A(B(CD)), (AB)(CD)

flevan al mismo resultado. En efecto, cada producto siguienie se
obtiene del anterior aplicando directamente la ley asociativa 12.

YPuesto que ne se pueden sumar y multiplicar matrices arbitrarias, sino
solamente aquellas en las que el ndmero de filas y de columnas est4 sujeto a
condiciones determinadas, las igvaldades 10, il y 12 deben comprenderse de
manera que si las operaciones indicadas en uno de los miembros son posibles,
las operaciones indicadas en el otro miembro también son posibles y los resul-
tados obtenidos en ambos miembros coinciden.

21843
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Ya hemos sefialado que cualesquiera dos matrices no pueden ser
sumadas o muitiplicadas, ya que para poder realizar estas operacio-
nes es preciso que se cumplan determinadas relaciones entre los.
nimeros de filas y de columnas. Este inconveniente desaparece si
se consideran solamente matrices cuadradas de un orden fijo n.
Cualesquiera dos matrices de este tipo pueden ser sumadas o mulii-
plicadas, asi como multiplicadas por cualesquiera nimeros de K,
y el resultado sera otra vez una matriz cuadrada del mismo orden n.
Las propiedades 1—12 indican que el conjunto de todas las matrices
cuadradas de orden dado n sobre un anillo asociativo arbitrario K
forman, a su vez, un anilio asociativo respecto a las operaciones
malriciales de adicion y de multiplicacion.

En lo que sigue aceptaremos que el conjunto numérico principal
K es un anillo asociativo con el elemento unidad 1. La matriz
cuadrada, en la que todos los elementos diagonales son iguales a |
y los restantes son iguales a cero, se denomina matriz unidad y se
designa mediante E o E,, donde n es su orden. Por consiguiente,

1 0 ... O
R
0o 0 1

Efectuando el calculo directo, es ficil obtener para cualquier matriz
cuadrada A la igualdad
AE=EA=A,

que expresa la propiedad fundamental de la matriz E. Las matrices
de tipo

a O 0
0o p 0
00 ... ¥

se denominan diagonales.

De las reglas para las operaciones se desprende directamente que
la suma y el producto de matrices diagonales son también matrices
diagonales:

@& B e U e, 0 ... 0 a- o, 0 ... 0
B sew O]9 By e @ 0 B4+p, ... O

SE - - - - - = . - - L

00 ... ¥ 00 L.lon 0 0 ... v+
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j# 0 ... 07 Jam i S i [l

T 0 .. 0 |
0o p ... 0'_{0 B oo B o] B BB one D
}-J o O .

o0 wi Lo 0 ooyl

Consideremos ahora una matriz cuadrada cualquiera X de orden
n formada por elementos del anillo K. Por definicion, fomamos

X'=E, X'=X, X*=XX, X*=XXX, ...
Puesto que en los preduclos de varias matrices los paréntesis

pueden ser dispuestos arbitrariamente, tenemos para cualesquiera

enteros no negativos p y g y para cualquier matriz cuadrada X
sobre el anillo asociativo K

XXt = Xr+a, ()
(X#)y1 =X, (2}

Las matrices A y B se llaman conmutables, si
AB=BA. {3

De la relacién (1) obtenemos
XPX9 = XP+i= XiXP,

y, por consiguiente, fodas las pofencias naturales de una misma
matriz son conmutables enfre si.

Es vélida incluso una afirmacidén més general: si las mairices
A y B son conmutables, cualesquiera potencias naturales de las mis-
mas fambién son conmulables y para cualquier p natural se tiene

(AB)F = APBF, (4)
En efecto, para cualesquiera nafurales p y ¢ se tiene
APBT=AA ... AB ... B.

Por hipotesis, en este producto pueden ser permutados cualesquiera
dos factores contiguos. Pero mediante permutaciones de este tipo
los factores pueden ser dispuestos en cualquier orden y, en parti-
cular, todos los factores iguales a B pueden ser llevados a las
posiciones primeras. Analogamente se demuestra también la for-
mula {(4}.

Consideremos ahora un polinomio

eR)=a,+art ... +a)?

en la letra A, cuyos coeficientes pertenecen al anillo K. Si A es
una mairiz cuadrada sobre K, la expresion

wEtoA+... +a,AN
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se denomina valor del polinomio q:{k){fara A=A o, brevemente,
polinomio correspondiente en la matriz A. Suponiendo que el anillo
K es conmutativo, llegamos facilmente a la conclusién de que el
valor de una suma de polinomios en A para = A es igual a la suma
de los valores de los sumandos y de que el valor de un producto de
.wlfgomios es igual al producto de los valores de los factores.

ean

Q)= oy Foh 4. L Rt
YA =PoBih 4. . . - BaA"
Entonces,
fn) =M 4+ A) =g+ P+ (@, +B) A+ ... A (= B A%
gﬂ-) =q (l} ‘I’ (l) == L“‘nﬁa + {c‘nﬁ( + “130] A + ... +‘auﬂnl“-
Nuestras afirmaciones consisten en que
F(A) = (A)4-p(A),
g(Ay=9 (A)p(A).

Para la demosfracién es suliciente escribir las expresiones para

@(A4), ¢4}, f(A) y g(A) y siguiendo las reglas 1—12 del calculo

matricial efectuar la adicién y la multiplicacién de ¢@(A) y P (A).
A titulo de ejemplo consideremos la igualdad

AM—l=RA—1)(A+1)

Tomando los valores del primero y segundo miembro para 2 =4,
obtenemos la igualdad matricial

A*—E=(A—E)(A+E).
De manera aniloga de la igualdad
Mgl=RA4+1)A—r4+1)
obtenemos la relacién
A+ E=(A+E)(A*— A+ E).

En general, de esta forma se puede obtener de toda relacién entre
polinomios en A una identidad matricial. En particular, segin las
reglas de operaciones con polinomios, se tiene

eM YR =v M) ()
Tomando aqui en lugar de A una matriz cuadrada A, obtenemos
¢ (A) p(A)y =y (A} g (A).

Por consiguiente, los polinomios en una misma matriz son conmu-
tables.
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1.3. Transposicion de matrices. Consideremos una matriz arbi-
traria

Ly Ly TN L™
A = a’! al! a0 a!n
aﬂl aﬂ? LD alﬂﬂ -l
La matriz
(2” Ty s Sy
M Gy Oty g
A= i
ul’l aﬁn L Gmu -

que se obtiene de A al cambiar las filas por las columnas, se llama
transpuesta respecto de A. En lo sucesivo la raya siempre indicara
el paso a la matriz transpuesta,
Para dos matrices arbitrarias A y B tienen lugar las siguientes
reglas de transposicion:
(@A-4-PB) =ad’+pB',
(ABY =8'A’,

donde o y f son nidmeros cualesquiera. Demostremos, por ejemplo,
la segunda de estas igualdades. El elemento, que se encuenira en
" la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz (AB)’, es igual al
elemento que aparece en la j-ésima [ila e i-ésima colurnna de la
matriz AB, es decir, es igual a

a‘_flﬁlf']—a‘)'lﬁﬂ-'- T +G'}'nﬁnh

donde a;; y P;; son los elementos de las matrices Ay B. Pero esta
expresion es la suma de los producfos de los elementos de la {-ésima
fila de la matriz 8’ por los elementos correspondientes de la j-ésima
columna de la matriz A'; es decir, (4B)=8B'A".

Si A es una matriz cuadrada cualquiera y

A=A,
se dice que A es siméirica; en cambio, si
A'=— A,

s¢ dice que A es antisiméirica. Los elemenfos simétricos respecto
de la diagonal principal coinciden en una malriz simétrica y son
opuestos en una matriz antisimétrica. "En particular, todos los ele-
mentos diagonales de una matriz antisimétrica son iguales a cero.

De la regla de transposicién de una suma se deduce directamente
que la suma de matrices simétricas es una matriz simétrica y que
la suma de mairices antisiméiricas es una matriz antisimétrica. El



22 Cap. /. Matrices y determinantes

producto de matrices simétricas puede no ser una matriz simétrica;

por ejemplo,

I 21 12 1 4 3

2 3/"|11 17 |7 s8)°
Sin embargo, si dos matrices simétricas A y B son conmutables,
el producto también serd una matriz simétrica. En efecto, en este

caso se tiene
(ABY =B'A'=BA= AB.

De aqui se deduce que las potencias de una matriz simétrica son
matrices siméfricas y que los polinomios en una matriz siméfrica
también son matrices simétricas.

Una matriz cuadrada A sobre el anillo K se llama invertible
(sobre K), si existe una matriz cuadrada X sobre K, que satisface
las relaciones

AX =XA=E. (1)

Toda matriz X que verifica las condiciones (1) se denomina
matriz inversa de A o inversién de la matriz A. Para toda matriz
invertible A existe solamente una inversion. En efecto, si ademas
de la matriz X hay otra matriz ¥ que satisface las condiciones (1),
mulliplicando a la izquierda por X ambos miembros de la iguaidad

AY =E,
obienemos
XA.Y=XE
o ¥Y=X.
La inversién de la matriz A, si es que existe, se designa me-
dianle A-'. Es decir, por definicién,
A A '=A-L. A=F. 2)

En las condiciones (1) las matrices A y X figuran simétrica-
mente y, por ello, si X es la inversion de A, 4 es la inversién
de X; en otras palabras,

(A==t = A (3)
Si las matrices cuadradas A, B y C son de un mismo orden e
invertibles, su producto ABC también es invertible y
(ABC)"*=C-B~'4-,

es decir, la inversion de un producto de matrices es igual al pro-
ducto de las inversiones de los factores formado en el orden contrario.
Para la demostracién es preciso comprobar las igualdades

ABC-C'B— A-'=C-'B-'A~1-ABC=E,
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que son consecuencias evidentes de las relaciories (2) y de las rela-
ciones andlogas para las matrices B y C.
Para toda matriz inverlible A, ademas de sus potencias natu-

rales A°=E, A=A, A*=AA, ..., se consideran también sus
potencias negativas enteras, tomando por definicion
A-1=A"1A", A'=A4-14A, ... (4)

Las polencias fraccionarias de matrices se consideran raramente,
debido a que en muchos casos las definiciones corrientes no ofrecen
valores univocos para estas poiencias (véase el p. 16.2 del cap. IV).

De las relaciones (2) y (4) se deduce que para cualquier matriz
invertible A y cualesquiera niimeros enteros (no necesariamente po-
sitivos) p v g tienen lugar las reglas comunes de operaciones con
potencias

AP A9 = Ar+a,

(AF)F = AP4,
y ademds, si las matrices A y B son invertibles y AB=BA, se
tiene

(ABY = APBP.

Veamos ahora la relaciéon que existe enire las operaciones de
transposicion e inversion. Aplicando a las relaciones (1) la regla de
transposicion del producto de matrices, obtenemos

X'A'=A'X"=E,
es decir, al transponer una matriz inverfible A se obtiene de nuevo
una matriz invertible y

(AN r=(A"Y). - (5)
Una matriz cuadrada A se llama oriogonal, si
AA'=A'A=E, (6)

es decir, si la malriz transpuesla es inversa de la inicial. De aqui
se deduce, en particular, que foda matriz ortogonal es invertible.
Puesto que (A’) = A4, de (6) se deduce que la inversion de una
matriz ortogonal es una matriz orfogonal.
Ademas, si las matrices A y B son ortogonales, se tiene

A'=A"', B =B"
y, por consiguienie,
(ABY =B'A’=B1A""'=(AB)"".
En otras palabras, el productv de malrices ortogonales es una
malriz ortogonal.

Considerenios una operacion matricial més. Sea A una matriz
arbilraria, cuyos elementos son ndmeros complejos. Sustituyamos



24 Cap. 1. Matrices y deferminantes

en A todo elemento por el nimero complejo conjugado. La matriz
obtenida por este_procedimiento se llama conjugada compleja de A
y se designa por A. La operacién consistente en el paso a la matriz -
conjugada compleja posee las propiedades siguientes:

aA4pB=aA+pB,

AB=7B,
7 =(A),
A=A

la demostracién es muy sencilla y queda a cargo del lector.

Las matrices 4 y A’ se denominan conjugadas segtin Hermife'),
Si A=A’, la matriz A se llama hermitiana o simétrica segin Her-
mite.

Una matriz 4 que satisface la relacién

A'A=AA"=E,
se [lama unifaria.

Se puede demostrar, por el mismo procedimiento que el empleado
para las matrices ortogonales, que la matriz inversa de una matriz
unitaria es unitaria y que el producto de matrices unitarias es tam-
bién una matriz unitaria.

Si todos los elementos de la mairiz A son nameros reales, se
tiene A=A y, por consiguiente, para las matrices reales los con-
ceptos de simetria y de simetria segiin Hermite, asi como los de
matriz unitaria y de matriz ortogonal, coinciden.

1.4. Matrices celulares. Dividamos una matriz A en partes me-

diante un sistema de rectas verticales y horizontales. Estas partes
pueden ser consideradas como matrices de drdenes inferiores que
forman, interpretadas como elementos, la propia matriz; se deno-
minan células, caias o blogues de la matriz A, mientras que la propia
matriz A, dividida de un modo determinado en células, se deno-
mina, respectivamente, celular, de caja o de bloque. Upa misma
matriz puede ser dividida en células de diferentes maneras; por

ejemplo:
1 87 6 1 8 76 1 87 6
3 50 2/, 3 5 02], 3 8072.
M 173G P i93

La conveniencia de la division en células consiste en que las
operaciones principales sobre matrices celulares se realizan formal-
mente siguiendo las mismas reglas que en el caso de matrices co-

1) En el capitulo V estas matrices se ltaman también conjugadas transpuestas
o antlconjugadas (N. del Tr.)
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rrientes. En efecto, supongamos una matriz 4 dividida de algiin modo

en células:
All Al! WENEin A'lu
U | .
Aﬂll Am! Al Aﬂﬂ

Al multiplicar todas las c¢élulas por un niimero « multiplicaremos,
al mismo tiempo, todos los elementos de la matriz A por a. Por

consiguiente,
ad;, ad, ... oA,
g =1 » « s &+ s a0 s i
ol OAdp ... ad

Sea B una matriz dividida en el mismo namero de células que
la matriz A:

Supangamos, ademas, que las correspondientes células de las matri-
ces A y B son del mismo niimero de filas y de columnas respecti-
vamente.

Para sumar las matrices A y B hay que sumar, segiin la defi-
nicién, sus elementos correspondientes. Pero lo mismo ocurrira, si
sumamos las células correspondientes de estas matrices. Por esto

A’J-!-Bll AH+BI'S o S Aln+Bll ]

A+B= P L T T I T T T
Aml+Bm: Am2+8m= St Amn+8mn

La situacién es menos evidenle en el caso de la multiplicacion.
Consideremos las matrices

Uy oo Uy Vie --. le
U=l « « ¢« v v o, V=] + « .+« « .. i
Ulﬂl Uﬂﬂl Vﬂ'l V}!P

divididas en células U, y V’,, de manera que el nimero de colum-
nas de la celula U,; sea igual al nimero de filas de la célula
Vigli=1, ...,m; i="1]...,n; k=1, ..., p). En estas condicicnes
las expresiones

-

W.‘k i Uilvlk +UaVaet o+ Uinvnk
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tienen sentido. Es facil demostrar que
W, ... W

1p
w=| TR )
W Woap

es decir, las matrices divididas de manera adecuada en células pue-
den ser multiplicadas de la forma corriente: las células del producto
son iguales a las sumas de los productos de las células de las filas

de U por las células correspondientes de las columnas de V.

Demostremes primero esta regla en el siguiente caso particular:

[A8] [g] = AC + BD. @
Sean oy, Pran V1 ¥ Oy los elementos de las matrices A, B, € y D respecliva-
mente {i=1I, ..., m; [=}, ..., 0 k=1, ..., 5 {=1, ..., #). Efectuando las

operaciones indicadas en el primer miembro de la ig:nl:ind {2), obtendremos que
el clemento que se halla en la i-ésima fila y [-ésima columna es igual a

CiYit o iVt Badu o Brsdss

Por otra parte, calculando el elemento correspondiente del segundo miembro,
obtendremos la misma expresidn y, por consiguiente, la igualdad (2) queda de-
mostrada,

Empleando la férmula (2), es fécil demostrar ahora una férmula més general

By
B
(Adz .. A,)| 7 [= 4B+ AsB+ ...+ A,Bs, @)
B.n
donde Ay son células, Para n=2 esta iérmula coincide con {2). Apliguemos

B
la induccign. éuponﬁamos que para los valores de n menores que un valor dado
la [6rmula (3) ha side ya demostrada y sea

By
C=[A4y ... 45, D=| : |[.
By

En este caso de (2) obtenemos

5, 5
[Ady ... Ag)] 72 |=14.0) [D‘] = AB,+CD=A,By+A,By - ...+ AB,.
B,
De manera anédloga se obtienen las {érmulas
AlBy B, .., By)=[AB, AB, ... AB,), )
Ay AB
o B=l-f’3 . ©)
Ay [

Para deducir ahora de las férmulas particulares (3}, i&) y (5) la formuia general (1),
designemos mediante Uy, ..., U, las lilas de células de la matriz U y mediante
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Vi, oo, Vp las columnas de célules de la matriz V. En base a la férmula (3)

tenemos
Uy U
UV—;[} ]V=[ : ]
Unm UnV

Tomando aqufl en lugar de la matriz V su divisién en células [V, ... Vply em-
pleando la lérmula (4), obtenemos

= [U.dt' et .U.‘V.”] : ©)
UV UnV,,
Por otra parte, en virtud de (3) tenemos
Vig
UVa=Un - Uil |+ |=UnVieb o+ UtV oa= Wiy
Vnk

Colocando estas expresiones en (6), obtendremos la férmula (1).

En el caso de matrices cuadradas resulta necesario, como regla
general, dividirlas de manera que las células diagonales también
sean cuadradas, Es facil ver que, divididas dos matrices cuadradas
en células de manera que las células diagonales sean cuadradas
y que los ordenes de las células diagonales correspondientes coinci-
dan, esta divisién satisface tanto las condiciones en las que es po-
sible la adicion célula por célula, como las condiciones que son
necesarias para poder multiplicarlas como matrices celulares.

Toda matriz celular de tipo

ra, o ... 0

2@ By oon D
to 0 ... A
donde A, ..., A, son células cuadradas y O son matrices nulas

de dimensiones adecuadas, se llama malriz celular diagonal. En el
mismo sentido se dice también que A se descompone en partes
...y A; 0 que A es ia suma directa de las matrices A, .. ;

by oes il
simbolicamente

7 Ty R A S 1

Las operaciones con matrices descompuestas se reducen a las
operaciones con sus células diagonales. De aqui, a su vez, se des-
prende que siendo f(i) un polinomic y A una matriz eelular
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diagonal de células diagonales 4,, ..., A,, se tiene
A 7
f(4,)
f(A)= ' . @)
L COHA)

1.5. Cuaternios. Las matrices constituyen un instrumento cé-
modo mediante el cual se pueden construir a partir de un anillo
dado, por ejemplo, del anillo de los niimeros reales, anillos de
estructura mis compleja. De forma sistematica este problema se
estudia en la teoria de anillos y nos vamos a limitar a considerar
solamente dos casos particulares.

Consideremos el anillo R, de todas las matrices cuadradas de
segundo orden sobre el cuerpo R de los nimeros reales. Tomemos

o 0 —1
=3 9. ¢ 1=[0 ~1.
Sea C el conjunto de todas las matrices de R, de tipo

aE+p/ =g E| @BeR. (1)

Elevando al cuadrado la matriz /, obtenemos /*=-—E y por ello
las operaciones con las matrices (1) se pueden efectuar siguiendo
las férmulas

(@E+Pl) = (VE+B8=(a£VE+B 8/,

(2E +-BIY(YE + 81) = (ay—P8) E + (b + By} /,
es decir, las mismas férmulas que para los niimeros complejos - Pt
y v-46i. De las férmulas sefialadas se deduce también que el con-
junto de matrices C es un anillo ¥y que la correspondencia

aE+pl —a4-pi

es una aplicacion isomorfa del anillo C sobre el anillo de todos los
numeros complejos.

A partir de las matrices de segundo orden E e / construimos
ahora cuatro matrices cuadradas de orden 4:

=[58). =[2E]. =[5 9). #-[24]- @

La matriz e es la matriz unidad corriente de orden 4 y, por
ello,

e‘=f2=(. E;:;e:!, eh=ke=R. (3)
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Multiplicando las matrices (2) segiin las reglas de multiplicacién

de matrices celulares y teniendo en cuenta que f?2=—F, obtenemos
fj=ke=w—ji, jh=i=—kj, ki=f=—ik (4)

y, ademds,
P —e, (5)

Es lacil memorizar las férmulas (4): significan que en la se-
cuencia i, j, & i, j, & el producto de dos elementos consecutivos
es igual al elemento que les sigue.

L.as matrices de tipo

o —y —f —&
ae+Bitvj+8e={§ _§ f’t‘ﬁ , (6)

donde «, B, ¥, 6 son nimeros reales arbitrarios, se llaman cua-
ternios (o, a veces, matrices cuaternios). De (6) se deduce que la
representacion de Jos cuaternios en la forma oc - Bi-k-yi -6k es
univoca. En otras palabras, la relacién

e+ Bi+yj -+ Ok = o,e -+ Byi 4 v,/ + 8,k
equivale a cuatro igualdades:

@ =0y, Bﬂﬁl' Y=Y 6“"61-

La adicién y la sustraccién de los cuaternios, representados
en la forma algebraica normal ae+ Pi+vyj -8k, se realiza por la
regla corriente:

(a2 +Bi+vj + 6k) &= (aye - Pyf +v,j + B,k) =
=(@xo)e+PBzp)i+pLy)i+(8£8)4 (7)

Para mulliplicar dos cualernios, representados en la forma
algebraica normal, es suficiente recurrir a la ley distributiva y a
las tablas de multiplicacion (3), (4) y (5). Como resultado ilegamos
a la férmula

(e Br-t-vi+ bk) (e + Bol 4 vij -+ 8,8) =
= (ml_pﬁt_WI'—aﬁl) e+ [a‘Bl + ﬂal +761 _6’\’1) i
+ (ay, -+ ve, + ﬁﬁ] — ﬁﬁll f-- [aﬁl 4 60‘., + B?| — 'i’ﬂl) k. @)

Las férmulas (7) y (8) muestran que el conjunto @ de los
cuaternios matriciales es un anillo con unidad e, que constituye
un subanillo del anillo de todas las matrices reales de orden 4.
Los cuaternios e, #, j y % suelen llamarse cuaternios unidades, De
las relaciones (4) se deduce que el anillo de los cuaternios es no
conmutativo. El hecho miés notable consiste en que el anillo de
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los cuaternios es un cuerpo, es decir, que en el anillo de los cua-
ternios pueden ser resueltas todas las ecuaciones de tipo

ax=5b, ya="b, (9)

donde a y b son cualesquiera dos cuaternios dados, de los cuales a
es diferente de cero. Mas abajo se dan unas formulas comodas
para la selucion de esias ecuaciones.

Consideremos un cuaternio cualquiera

g=ce+Pi+vi 4 O&.
El niomero real

N (g) =02+ -y 4 &

se llama norma del cuaternio g. Puesto que o, B, y y 8§ son niume-
ros reales, la norma de un cuaternio es un nimero real no negativo
e igual a cero solo para el cuaternio nulo.

E} cuaternio

q* =oae—pi—yj—0k

se denomina conjugado de g. Es ciaro que ¢*—=g. Mediante la
multiplicacién directa de los cuaternios g y ¢* (segin la for-
mula (8)) se obtienen las igualdades principales

99" =q*q=N(q)-e,
de donde

1  —

q—x=w_'mq* (11)

(siempre que g=:0).
Volvamos ahora a las ecuaciones (9). Multiplicindolas por a-!,
la primera por la izquierda y la segunda por la derecha, obtenemos

x=a7'h, y=ba™. (12)

Con la sustitucion de estos valores en las ecuaciones (9) se demues-
tra que las férmulas (12) ofrecen efectivamente las soluciones
buscadas de estas ecuaciones.

En el caso general las soluciones a='b y ba—' son distintas. Por
esto suelen llamarse cocientes por la izquierda y por la derecha
de b por a, designindose mediante a\ b y b / a, respectivamente.
Efectuando el calculo directo, es facil demostrar las férmulas

(aa < fib)* = aa® 4 b,
(aby* =ba®,
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" de donde es facil deducir la importante relacion
N@)y=N{@N® (a beQ).
En efecto,
N (ab)-e =abb*a® =aa*N (b) = N (a} N (b)-e.
La aplicacién a—ae es un isomorfismo del cuerpo (conmula-
tivo) de los nimeros reales en el cuerpo de los cuaternios. Esio
permite identificar un cuaternio de tipo @ con el nimero « y en

lugar de ae--Bi+y/+ 8k escribir simplemente - Bit i bk,
Asi, por ejemplo, se tiene

U+BA+i=D"=(+R) (1 =i+ ) g =—f— b it ok

La mayor parte de los resultados de las secciones siguientes
del libro estard relacionada con objetos cuya definicién depende
de un cuerpo K dado de antemano. Aunque fendrén interés princi-
pal los casos en que K es un cuerpo conmutativo, los razonamien-
tos se realizardn de manera que no quede excluido el caso de
cuerpos no conmutativos. Al analizar estos razonamientos conviene
tener en cuenta que el cuerpo K puede ser precisamente el cuerpo
de los cuaternios Q.

Efemplos y problemas
1. Sean

P ()=—2—5L+322 y A=[’ 2];

31
14 2
var="3 1]
2. Demuéstrese que la matriz

v=[1"]

es unitaria. ¢Bajo qué condiciones una matriz diagonal resulta ser ortogonal?
funilaria? .
3. Hallese la inversa de la matriz

entonces

e 21
acla 1 s].
L3 2 3
4 Si -
1o
-4==I 01 14,
(LU LI W
se tiene

n

1
In fno(n-—=1])
A"=[ T
01

Lco | J
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5. Demuéstrese que todas las matrices conmutables con |
ri1oo

0010

G000l

¢ 000,

san de tipo
Fe fy 81
Oafy
0D0axp
000

6. Si una matriz posee dos de las tres propiedades siguientes: es real, es
ortogonal, es unitarfa, posee también la tercera.

. Toda matriz cuadrada puede ser representada como la suma de una ma-
triz simétrica y otra antisimétrica, .

Una matriz / se llama (nvolufiva, si /*=E. Demuésirese que si vna
matriz posee dos de las propiedades: es simétrica, es orfogonal, es involufiva.
posee también la tercera.

9. Una matriz P se llama idempofenfe, si Pt=P. Demuéstrese que las
matrices

B=

—26 —18 =277 100
21 15 21j{y|o10

2 8 13} {000

son idempotentes.
10. 51 P es idempotente, 1o matriz

I=2P_F
es involutiva y viceversa, si / es involutiva, la matriz

|
=z {+E)

es idempotente.

11. Consideremos las matrices cuadradas de orden n. Sea Fyy (i, /=1, ...,
---, n} 1a matriz en la que el elementa de la i-ésima fila y j-ésima colurmna cs
igual a 1, mientras que los deméis elementos son iguales a2 0, En estas condi-
clones, para A={loy || se tiene

A-E”=<23;EU+ ‘.-+aﬁ;En!,
Ey-A=opEy+... +0mEm.

Dediizcase de aqui que la matriz A es conmutable con cada una de las
matrices Eyy sl, y s6lo si, A es de la forma ak.
pleando este resultado, demuéstrese que la matriz A es conmutable con
una matriz cualquiera cuadrada de orden n si, y sélo si, A=okF, donde o es
un elemento del anillo principal K conmuiable’con cualguier elemenio de X,
12, A veces, ademis de matrices de orden [inito, se consideran también
mattrié:es de orden infinito que tienen la forma de una tabla infinita de dos
entradas: -

Oy Ggg ses
A= ay tgy oo |-
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Una matriz de este tipo se llama finita en fila, si cada una de sus filas
conliene solamente un nimero finito de elementos diferentes de cero. Las opera-
ciones con las matrices finitas en fila (asi como con las matrices finitas en
columna, que se definen andlogamente) se realizan siguiendo las mismas reglas
que tienen lugar en el caso de matrices cuadradas de orden finito. Es facil ver
que el resuljtado es de nuevo una matriz finita en fila.

Sea A=|let;z|| una matriz de orden infinito tal que 1=ty =0g="...
y og=0 para {—s # |. Demuésirese que AA'=E y A'A # E.

§ 2. Deferminantes

2.1. Definicién. El concepto de determinante surgié en relacion
con el problema de solucién de sistemas de ecuaciones lineales.
Tomemos un cuerpo conmutativo K y consideremos sistemas ele-
mentales de ecuaciones de primer grado de dos y tres incognitas
y con cpeficientes de K. Un sistema de dos ecuaciones lineales con
dos incognitas &, v E, se representa en la forma siguiente:

18+ 2= P
zel%l“"z:%e 239- “)

donde «;; y B; son nimeros de K dados. Las matrices
iy -~ [“n “n} =I-an gy B'I.]
(Qgp Crpq y & Cyy gy P
se llaman malriz principal y matriz ampliada, respectivamente, del
sistema (1). Con el fin de eliminar la incognita E,, multipliquemos

la primera ecuacion por o, y la segunda por —a,, y sumemos
ambas. Obtendremos la ecuacion

(“nan_an‘xﬂ} gI = ﬁlau_ Baau'
Si 0ty 0y — 0,0y, 7= 0, oblenemos de esta ecuacion y de una ecua-
ci6n analoga que se obtiene eliminando §,
gl_ ol —10fs Py —tn by (2}

Oy 10tg—Chialin " P Oy

Los denominadores de las expresiones de las incognitas §, y &,
coinciden y representan un polinomio en los elementos de la matriz
principal A. El valor de este polinomio se llama deferminante de
la matriz A y se designa det A o |A|. Si la matriz viene dada
por su tabla, el determinante se designa escribiendo la tabla entre
barras verticales.

Es decir, por definicién para cualquier matriz cuadrada de orden
dos se tiene

3—1843 |$ glcaﬁ—-ﬂ?- i
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Empleando Jos determinantes, la f6rmula (2) puede ser escrifa
en la forma

By ay i B
b= JﬂLl » b= —~°‘ ‘,ffiI : 4)
l‘lzl Qa2 |a,1 [

Resolviendo de forma andloga el sistema de tres ecuaciones
B 2yefs ol =By,
Clgy8y + Otgeby + Oy = By (5)
0y &, - Chofy - 03By = By
con tres incognitas §,, §;, y &, obtenemos
E o Brotyattas~—B1togtias + Battag®ia— Batty :3+Baanam—ﬁﬂ2iam 6)
P Oy g Bag == 06 1 Opglha + %y s %aaay — Fralhya g + Cigsr @ga — Hy3aalin

y unas expresiones andlogas para &, y E,. Por supuesto estas expre-
siones tienen sentido sdlo en el caso en que su denominador sea
diferente de cero. Las matrices

gy Qg gy Ly Oy Gyg By
A= oy 0y | ¥ B=|ay ay oy B
Qg Ogy gz Oty Clgp Gy P

también se llaman matriz principal y matriz ampliada del sistema

de ecuaciones (5). El denominador de la formula (6) se llama de-

terminanie de la malriz cuadrada A de orden tres. Luego, por de-

finicidn,

Qg Gyp Uy )

Cgy Ctag oy mo&,,a,,a,,—ana,,oc,,+al,aﬂa,,-—-aua,,a,ﬁ— .
Gy g0y gy — %paBgaly. (7)

Gy Cyp Clgg

Uniendo en el segundo miembro los términos que conlienen e,
o, ¥ %, y recordando la férmula (3), obienemos

Cyy Uya Oy
al’ u‘l a‘!

vl Clyy O, gy &
=, 2 !hl_am 1 (i
Rgyp Cgp Ty

L4 [#4
+Glg' 2 Hag
Gy Gty Cg %33

Qg Cge

;48

Es facil memorizar la formula (8). Para abreviar, en lugar de
deferminante de una mairiz de orden dos o ftres suele decirse defer-
minanfe de segundo o tercer orden. Los tres determinantes de segun-
do orden de la formula (8) se obtienen suprimiendo del determi-
nante del orden tres, que figura en la misma f{érmula, la primera
fila y, respectivamente, la primera, la segunda y la tercera columna,
A continuacion, el determinante de segundo orden gque se obtiene
suprimiendo la primera fila y la j-ésima columna debe ser multi-
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plicado por el elemento gie se halla en la primera fila y en la j-ési-
ma columna y los productos obtenidos deben ser tomados con signos
alternos y surnados. Como resultado obtendremos el determinante de
orden tres.

Esta regla nos sugiere la idea de como debe ser definido el con-
ceplo de determinante de una matriz cuadrada de orden cuatro,
cinco y de érdenes superiores. Por jo tanto, introducimos la sigui-
ente definicion principal:

DEFINICION. Se llama delerminanie de una matriz de primer or-
den, formada por el nimero w, el propio nimero «. Supongamios
ahora que para un nimero natural cualquiera n Z= ) conocemos ya el
elemento del anillo K que represenia el deferminante de una malriz
arbitraria cuadrada de orden n sobre K. Entfonces, para una mairiz
cuadrada arbitraria A =||e,|| de orden n+1 sobre K tomamos, por
definicion,

det || ee;, || = ey | Al | —o, | Af |4 a5 | Al —... (=0 ey | ATHY]
(9

donde | Ay es el valor del determinante de la matriz de orden n que
se obtienc de la matriz inicial A suprimiendo la primera fila y fa
j-ésima columna (j=1, ..., n41),

Aplicando esta definicion en el caso en que n=1, obtenemos
la formula (3) para determinantes de orden dos. Conociendo la ex-
presion para los determinantes de orden dos, godernos emplear
la definicion principal para obtener la expresién (8) para los deter-
minantes de orden tres. De la expresién (8) obtenemos mediante (3)
la f6rmula definitiva (7).

Veamos ahora cudl es la férmula definitiva para los determi-
nantes de orden cuatro. De acuerdo con la definicién principal, el
determinante de una matriz cuadrada arbitraria A=||o;,|| de orden
cuatro coincide con la expresion

Clay Clyy Clyy Qg Olpy gy Ggy Olgg gy
Oiyy | oy gy Olgy |——Chyp | Olgy Gy Cgy |+ Cyg | Oyy Cgp Oy | —
Qyy Gyy gy Oy Ohyg Clyy Clyy Chya gy
gy Clgp Clay
Oy | Olgy Gy Wy (10)

Olyy Cyy Cyp

Introduciendo aqui las expresiones de los determinantes de orden
tres segin la férmula (7) y suprimiendo los paréniesis, obtendremos
la formula definitiva que buscabamos para un determinante de
orden cuatro. No la escribiremos puesto que no tiene sentido memo-
rizarla. Segin (7) todo determinante de tercer orden es igual a la
sima de seis términos fomados con signos alternados. Por eso, si

3
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tomamos en (10) en lugar de los determinantes de orden fres sus
expresiones y suprimimos los paréntesis, obtendremos en total 4.6 = 24
términos. La mitad de elios aparecera con el signo mas y la ofra
mitad con el signo menos. Una afirmacion andloga es valida también
para los determinantes de orden cualquiera.

TEOREMA | Para una matriz cuadrada arbilraria se tiene

Gy vee
g e
donde la suma se extiende a las permutaciones arbitrarias (i), iy, - .., i,)
de los nitmeros 1, 2, ..., n. El signo mds o menos se toma segiin
sea par o impar la permufacion (i, I,, ..., ), es decir, en la
mitad. de los casos se foma el signo mds y en la otra mitad se toma
el signo menos, el numero total de términos en la suma (11) es iguat
al2..... n=nl.

Para n=1, 2, 3, 4 la veracidad del teorema ya ha sido com-
probada. Ahora aplicamos la induccién. Supongamos que el teorema
es cierto para los determinantes de un orden cualquiera n y sea
A= |lo, | una matriz cuadrada de orden n+4 1. Por hipétesis, cada
determinante | A{| (i=1, ..., n41) de la formula (9) es de la
forma:

= 3 ok &y gy - Oty (1)

| A{ I =2 =il S SO - PR (12)

donde la suma se extiende a todas las permutaciones (g, ..., m,)
de los numeros 1, ..., j—1, j+1, ..., n4 1. E} nimero de fér-
minos en la suma (12) es igual a nl. Sustituyendo en (9) { Af| por
sus expresiones y suprimiendo los paréntesis, obtendremos un total
de nl(n+1)=(n~+1)! términos. La mitad de ellos tendra el signo
mas y la otra mitad el signo menos. No habrad términos semejan-
tes, puesto que los términos que se obtienen al suprimir distintos
paréntesis difieren en el primer factor. Es evidente que el término
arbitrario de tipo o, . . @,4y,i,,, Se obtiene al suprimir los pa-
réntesis en el producto a,, | A{i| y, por consiguiente, la formula (11)
es veridica.

De la férmula (11) se puede deducir facilmente el siguiente
corolario importante. Supongamos que los elementos de la matriz
A=|le;|| son nimeros complejos. En virtud de la férmula (11),
tenemos

|Z,‘=Z:i:a-ﬂl---am‘,.=2:|:0lu.-- -am‘,,‘z"m.

|A|=TAT.
Segiin la férmula (11) el valor del determinante de una matriz

es igual a una suma algebraica de términos, cada uno de los cuales
es ¢l producto de elementos, tomados de manera que haya uno de

es decir,
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cada fila y uno de cada columna. Por ello, si todos los elementos
de una fila o de una columna de la matriz son iguales a cero, tam-
bién serdn iguales a cero todos los términos del determinantie. Es
decir, hemos obtenido el siguiente corolario:

COROLARIO. S wuna fila o una columna de una matriz cuadrada
estd compuesta integramente por ceros, su determinante es igual a cero.

Una matriz cuadrada se llama semidescompuesta, si sus elemen-
tos pueden ser divididos mediante una linea vertical y otra hori-
zontal en cuatro matrices de manera que a lo largo de [a diagonal
figuren matrices cuadradas y una de las otras dos matrices esté
compuesta integramente por ceros. En otras palabras, la matriz A
es semidescompuesta si tiene wna de las dos formas siguientes

My ven Qup Oy, g e @y
Opy men Gpp Qo pay see Opp

0 ... 0 «

riL, r+1 *** a.f""‘-ﬂ

0 ... 0 R, r1 e Oy = |

C oy wen o0y 4] S o 7
B T o
Py v KR 0 0

Cpgr,1 o Prag,r sy pbr oo Spay g
L] 50 mrlr an, r+l il a:m i

A veces, la primera de estas matrices suele llamarse matriz se-
midescompuesta superior y la segunda, matriz semidescompuesta
inferior.

TEOREMA 2, El delerminante de una matriz semidescompuesta es
igual al producto de lvos deferminantes de sus célulus diagonales.

Para una rnatriz de orden dos esta proposicién es evidente, ya que

afB|_Ja0]_.
IO ﬁl_‘v ﬁl—aﬁ.
Apliquemos ahora la induccién aceptando que el teorema 2 es
cierto para las matrices de un orden cualquiera n—1. Consideremos

una matriz arbitraria semidescompuesta 4 de orden n. Supongamos
gue es de la forma 5
5., el

A== 5 @

donde B y C son matrices cuadradas de orden r y s respectiva-
mente (r--s=n) mientras que Q,, y D son matrices rectangulares
y la matriz O, es nula. Aplicando la férmula (9), obtenemos

|Al=cuyy | A= | Ao+ (= 1) ey, | AT, (13)
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donde | A{| es ta mairiz de orden n—1 que se obtiene suprimiendo
en A la primera fila y la i-ésima columna. Es facil ver que todas
las matrices A{ son semidescompuestas y, por cllo, segin la supo-
sicién inductiva, el determinante de cada una de ellas es ijgual al
producto de los determinantes de las células diagonales. Pero las

mafrices A}, ..., A{ y las matrices A{*, ..., A% se descomponen
de modos distintos. Para las primeras tenemos
|Ai|=|B|-IC|, i=1, ..., (141

mientras que las matrices A{*', ..., A? pueden ser divididas me-
diante una linea vertical y otra horizontal de manera que el cuoa-
drado superior de la izquierda sea de orden r. Puesio que la {l-
tima fila de este cuadrado estd compuesta de ceros, su deierminan-
te es igual a cero. El determinante de la matriz A7*f es igual al
producto del determinante del cuadrado indicado por el delermi-
nante del cuadrado complementario. Luego, | Aj* |=0 vy, por con-
siguiente,

| Al=ay | BH|Cl=... +(=1) e, | B |C|=
= (o | Bil— ... +(=1)y"ta [ B )-|Cl=|B|-|C],  (15)

que es lo que queriamos demostrar. El caso en que la matriz A es
de la forma

A=lieyi={3 %].

es aun mas sencillo, ya que ahora se tiene o, ,,,=...=a,=0
y por esto de (13) y (14) obienemos inmediatamente (15).

TEOREMA 3 Si en las matrices cuadradas A=\ o, | y B=|pyl
de un mismo orden n coinciden todos los elementos correspondienfes
menos los elementos de una fila i-ésima cualquiera, se tiene

13

e TR T Gy vrv Oyp Oy cee Oy
@y oeee gy By e Bl =y +Bu oov atBinf. (16)
ceﬂl i alﬂf aﬂf LA an‘-‘] an] gy a”ﬂ’

Este teorema suele llamarse a veces teorema de adicién de de-
terminantes. Pasando a su demostracién, designemos mediante C Ia
matriz del segundo miembro de )a igualdad (16). Para matrices de
primer orden la igualdad (16) es evidente. Aplicando la induccién,
supongamos que para malrices de orden n—1 el teorema 3 es
cierto. Si en la formula (16) i=1, desarrollando el determinante
de la matriz C segiin la férmula (9), obtenemos

|Cl= (e +BCH— ... +(=1)""" (o1 +B) | CT] .
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Es evidente que C{= A4{=8{ y, por consiguiente, se tiene

[Cl=(e, | Af|—... +(=1)""'a,, | AT+
FBul Bil— ...+ (=1y"'Bu| BiD=| A|+|B].

Supongamos ahora que en la férmula (16) i > 1. Entonces, se
tiene
[Cl=o, |C}|— ...+ (=1)"1q,|C7] (17)

Las matrices C}, ..., C} son de orden n—1 y por esto para
ellas es valido el desarrello de tipo (16). Como resultado, obtenemos

|Gl = 4| +|B| =1, ..., n)

y, en virtud de la relacién (17), tenemos |C|=|A|+|B|.

Desde el punto de vista formal, la definicién principal de deter-
minante sirve también para matrices formadas por elementos de un
anillo asociative K cualquiera (no necesariamente conmutativo).
En la demostracion de los teoremas 1, 2 y 3 tampoco se ha empleado
la conmutatividad de K. Sin embargo, una serie de propiedades de
los determinantes, de importancia para las aplicaciones, dependen
de la conmutatividad del anillo principal K. Una de estas propie-
dades se indica en e] siguiente teorema.

TEOREMA 4. Sea A wna matriz cuadrada formada por elementos
de un anillo conmutativo K. Si se multiplican todos los elementos
de una fila de la matriz A por un elemento M€K, el determinante
de la mafriz también se mulfiplicard por h. En dtras palabras, se
tiene

By S W [ P .
hay, .. de, |=hlay ... ol
R Gy v Ria

La demostracién se realiza igual que en el teorerma anterior y
no la vamos a repetir. Sefalemos solamente el siguiente corolario
importante:

coroLARIO. Para cualquier mairiz cuadrada A de urden n formada
por elementos de un anillo conmutativo K y para cualquier A€ K

se tiene
|rd]=A"| A|.

En efecto, al multiplicar la mairiz A por %, cada una de sus n
filas se multiplicard por A. Por consiguiente, el determinante de la
maftriz A se multiplicard por A%

2.2, Propiedades principales de los determinantes. Consideremos
una matriz cuadrada arbitraria A= ;|| de orden n formada por
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elementos de un anillo cualquiera K. Segiin la definicion principal,
se tiene

|A|=c:"|A,‘|-—cx“|A‘§|+,,_+(—])"”am|,4ﬂ, )

donde A{ es la matriz que se obtiene de A suprimiendo la primera
fila y la j-ésima columna. Aplicando ahora al determinante de la
matriz A} la misma férmula, obtenemos

[A{l= o, ALl — ... (=1, , | AL 4
H=1YPay, | AL L+ (=1, | AL, &)
donde Af; es la matriz que se obtiene de A suprimiendo la primera
y la segunda filas y la j-ésima y la k-ésima columnas (js5k).
Introduzeamos en la férmula (1) en lugar de los valores | Af|
sus valores (2). Como resultado, llegamos a la relacion

[Al= X o] Al 3)
P==k

Aqui la suma se extiende a todos los pares posibles j, & de dife-
rentes nameros, pertenecientes al conjunto 1, ..., n y el signo mas
o menos se toma de acuerdo con las formulas (1) y (2). Las matri-
ces A% y A% coinciden evidentemente y, por lo tanto, la férmula
(3) puede ser representada en la forma siguiente:

|Al= l@k (% @2y = am“s})l Al I 4)

Calculemos ahora con mayor exactitud cuales son los signos que
deben tomarse en la (ltima férmula. En virtud de (2), para el
j-ésimo férmino de (1) tenemos

(=1 oy All= ... (=)0, (—Dray | A+ ...

Anélogamente y teniendo en cuenta que j < &, obtenemos para
el k-ésimo término de (1)

(1" e | Afl= .. A (=D oy, (— 1wy | A . .
Por consiguiente, el coeficiente del término | A%| de la formula
(4) es igual a
(—1IH55 (o g — Cuygy ) = (— 1) HAF1*2 la”a“'

Opj ok
Y, en consecuencia,

|A|= E (—1)/+r+140

J<k

| Af5). ()

Clyj Oy
gy Ty

La férmula (5) se denomina desarrolio del determinante segin
los elementos de la primera y segunda filas. Es facil memorizarla:
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se loman todos los deferminantes pusibles de orden dos formados por
los elemenios que se hallan en la primera y segunda filas y en las
columnas {-ésima y k-ésima (j << R} y se mulliplican por los defermi-
nantes de las matrices correspondienies que se obfienen al suprimir
en la matriz A las filas y columnas indicadas. Los productos se
multiplican ademds por (—1Y*t#*1%*2 donde el exponente es igual a
la suma de los nimeros que corresponden a las filas y a las colum-
nas suprimidas, y después se suman. La suma algebraica asi obtenida
es igual al determinante de la matriz dada.

Reglas semejantes fienen lugar fambién para los desarrollos segiin
- las tres primeras, las cuatro primeras, etc. [ilas. Pero en lo sucesivo
no las necesitaremos.

Emplearemos ashora la [érmula (5) para deducir una serie de
propiedades principales de los determinantes. En lo que sigue se
supone que los elementos de las matrices consideradas se toman de
un anillo conmutativo K.

TEOREMA 1. 8i en una matriz cuadrada se cambian entre si dos
filas cunlesquiera, el determinante de la matriz nueva serd igual al
determinante de la mairiz inicial (omado con el signo menos.

Para matrices de segundo orden esta proposicidn se comprueba
directamente:

| Bl=at—bv. |1 g|=vB—ba=—(@—pw.

A continuacion, suponemos por induccién que el teorema es justo
para las matrices de orden n—1 y que la matriz dada A=[{a/||
es de orden n. Supongamos que en A se cambian entre si las dos
primeras [ilas. De la formula (5) vemos que todos los determinantes
de orden dos cambian de signo, mientras que los factores adiciona-
les no varian. Luego, toda la suma adquiere el factor —1 que es
lo que queriamos demostrar.

Consideremos el caso en el que se cambian entre si la j-ésima
y la k-ésima filas, donde | < j < k. Entonces, la primera fila per-
manece invariable y del desasrollo (1} deducimos que cada faclor
| A{| obtendra después del intercambio el valor opuesto; por ello,
toda la suma obtendra después del intercambio de las filas el valor
opuesto.

Finalmenie, supongamos que se cambian entre s1 la primera y
la i-ésima fila, donde {> 2. Este mismo resultado obtendremos si
cambiamos entre si primero la primera y la segunda filas, luego
la segunda y la i-ésima vy, finalmente, la segunda y la primera.
Seglin hemos demostrado el determinante cambiard cada vez de
signo y después de los tres cambios el determinante se multiplicara

P o— L
- COROLARLIO I. El deferminanfe de una matriz cuedrada en lg que
coinciden dos [ilas es igual a cero.
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Cambiando las filas entre si se puede conseguir que las fillas
coincidentes sean la primera y la segunda. El determinante de ia
malriz con las filas cambiadas o bien coincidird con el determi-
nante de la matriz inicial o bien diferira de ¢l en el factor — 1.
De la formula (5) se ve directamente que el delerminante de una
matriz en la que coinciden las dos primeras filas es igual a cero.
Por esto serd también igual a cero el determinante de la matriz
inicial.

COROLARIO 2. Si g los elementos de la r-ésima [ila cualquiera de
la matriz cuadrada A= a|| se agregan los elementos correspondien-
tes de olra fila s-ésima cualquiera (s=~=r) multiplicados por un fac-
tor arbitrario X, el determinante de la matriz nueva serd igual ol
determinante de la inicial.

En efecto, segiin los teoremas 3 y 4 del punto anterior, se tiene

% e Ain Dy --e Oy Qyg wer Gy
(- ow o,y Gy 0o Oy Apy ven Oy
N ) E )
Oy +het, ... o, +he,, gy wute Dgs i s B
aul. =T ann c"‘nl hiY am! a‘m ) ':x:m

Aqui el dltimo determinante tiene dos filas coincidentes y, por
consiguiente, es igual a cero.

Hasta el momento todos nuestros resultados estaban relacionados
con las filas de los determinantes. Hagamos el primer paso para
introducir en el juego las columnas.

TEOREMA 2. Para loda matriz cuadrada A=|lay;|| de orden n es
wilido el siguiente desarrollo segin los elementos de la primera
columna:

[Al= oy, [AL =g |4 [+ ... - (—1)" % | AR (6)

donde A}l es la malriz que se obtiene de A suprimiendo la primera
columna y la r-ésima fila.

Consideremos que los elementos a;, de la matriz dada son letras,
Entonces, el determinante de la matriz A serd un polinomio en
estas letras cuya forma general se ha establecido en el teorema 1 del
punto anterior. En particular, hemos sefialado alli que cada término
del polinomio | A| contiene un factor, y sélo uno, pertenecienie al
conjunto e, ¢, ..., @,. Agrupemos en | A| todos los términos
que contienen el factor «,,, saquemos fuera de los parénlesis este
factor comin y designemos mediante A,, la expresién comprendida
entre los paréntesis. De esta forma obtendremos

1A=, A+ oAy + .. A, (1)
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Comparando las férmulas (7) y (1}, llegamos a la conclusién de
que
Ay, =4} l

Para hallar la expresion analoga para A,,, es suficiente recurrir
ahora al teorema 1. En efecto, cambiemos sucesivamente la r-ésima
fila de la matriz A con cada una de las anieriores, elevandola mas
y mis. Después de r—1 intercambios de esta indole obtendremos
una matriz B que difiere de la mairiz A sélo en el orden de filas
¥, por consiguiente, tendremos

|Al=(—1)=1(B]|

Desarroitlando el determinante B segin los elementos de la pri-
mera fila, obtenemos

]BI‘:Q:,:lB}I—'G:,dBE l+ vaL +(_l}”-l c":)l'nIBJ'lllo
v por lo tanto
|Al=a, (—1) " Bi|—... 4+ (=1)"*"*a,,| Bi|.
Comparando este desarrollo con el de la férmula (7), llegamos
a la relacion
A, =(—1y=1|BYl.

La matriz B} se obtiene suprimiendo en la matriz B la primera
fila y la primera columna. Esta claro que la misma matriz se ob-
tendrd al suprimir en A la r-ésima fila y la primera columna, es
decir, que B}= A} Sustitugendo en la férmula (7) el valor A,
por el valor (—I1)"~*{ A!|, obtenemos el desarrollo deseado (6).

Anteriormente hemos indicado que la matriz, en la que la pri-
mera, la segunda, etc. filas coinciden respectivamente con la pri-
mera, la segunda, elc. columnas de la matriz A, se llama {rans-
puesta respecto de A y se designa por A'. Es evidente, que siendo A
una matriz cuadrada de orden s, la matriz A’ es también una
matriz cuadrada de orden n.

TEOREMA 8. El deferminanfe de una malriz cuadrada no varia en
la transposicion, es decir,

[A"[=]Al )

Para matrices de orden uno la proposicion es evidente, Recu-
rriendo, al igual que antes, a la induccidén, aceptemos que la ma-
iriz dada A=||a;;|| es de orden # > 1 y que el ieorema es cierto
para las matrices 'de orden n—1. Desarrollando el determinante de
la matriz A segiin tos elementos de la primera fila y el determinante
de la matriz transpuesla A’ segin los elementes de la primera
columna, obtenemos

| A=y | A |— g | A3+ o (= 1)1 0y, | A2, 9)
IA’i": By, “‘4’” i_au[(A'}H'i' L 'I'("_l}"-laml(fq'}}rl-
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Sin embargo, es facil ver que (A')}=(A4%Y. Las matrices A} son
de orden n—1 y, por la hipotesis de induccién, se tiene

AN | =1(4) =14l (i=1, ..., n).

Comparando estas relaciones con los desarrollos (9) ohtenemos (8).

Por consiguiente, al calcular el determinante de una matriz las
columnas y las filas pueden ser sustituidas unas por otras. Esto
significa que de todo teorema referente a las propiedades del deter-
minante de una matriz, enunciado en términos de filas o de colum-
nas, se puede obtener un nuevo teorema sustituyendo las filas y las
columnas unas por otras. En particular, de las propiedades de los
determinantes indicadas anteriormente y relacionadas con las filas,
obtenemos el resultado siguiente.

coroLario. Al cambiar entre st dos columnas de una matriz su
determinante adquiere el valor opuesto. El deferminante de una ma-
triz cuadrada que tiene dos columnas idénticas es igual a cero. Si se
mulliplican todos los elemenfos de una columna de la matriz por 4,
el determinante de la matriz lambién quedard multiplicado por .
Si se agregan a todos los elementos de una columna de la matriz los
elementos correspondientes de ofra columna, multfiplicados por un
ndmero fijo, el delerminante de la mairiz nueva serd igual al defer.
minante de la inicial.

Analogamente, sustituyendo las filas por las columnas obtenemos
del desarrollo (5) el desarrollo seglin las dos primeras columnas:

[A]= 3 (1w @il gy

f<j Qj1 e

Finalmente, del teorema de adicién de determinantes, enunciada
en {érminos de filas, obienemos la férmula correspendiente

Ggy e Qg sve Oy o Biprons e

..... A . =

e L < ccHI."'ﬁi‘u""‘c‘hu
LS TRRE mn""ﬁx! vee Cgn

TR an!"'ﬁur ree Oy

referente a las columnas.

Hasta el momento nos hemos valido de los desarrollos de un
determinante segin los elementos de su primera fila o su primera
columna. Al mismo tiempo, conocemos la ley de variacion del de-
terminante al cambiar en él entre si filas o columnas, Esto ofrece
la posibilidad de oblener inmediatamente de los desarrollos segin
los elementos de la primera fila o la primera columna los desa-
rrollos andlogos segin los elementos de cualquier fila o columna.
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TEOREMA 1. Para una malriz cuadrada arbitraria A=| oyl de
orden n son uvilidos los sigulentes desarrollos segin los elementos
la r-ésima fila y s-ésima columna: ;

A= (=1 o, | A2+ oo (=1)""a,,| A2, (10)
[Al=(=1r" ey L A |+ - o+ (= 1) ", ] A3, (11)

donde A} es la matriz gque se obtiene de A suprimiendo la i-ésima
fila y la j-ésima columna.

Puesto que las filas y las columnas se encuentran en las
mismas condiciones basta demostrar s6lo una de Jas férmulas (10)
y (11), por ejemplo, la férmula (10). Cambiando sucesivamente la
r-ésima fila de la matriz A con cada una de las anteriores, después
de r—1 intercambios obtendremos la matriz

e Cpy ¥k Crn

Sy Qs Wik Sy
. .

=|%ray.1 ar—l.‘z ves Bhmnnn

ari"l.‘l a!+|.3 e afﬂ-&.ﬂ

Um 2 9% e Oy

Segiin el teorema sobre el intercambio de filas tenemos |A|=
=(—1)""'|B|. Desarrollando aqui el determinante B segiin los
elementos de la primera fila y empleando las relaciones evidentes
B{ = Af, llegamos al desarrollo (10).

El determinante de la matriz A} se lama menor del determi-
nante de la matriz A correspondiente al elemento e, La expresion
(= 1)*/] Ai| se llama adjunto del elemento o en | Al y se designa
con irecuencia mediante [ A}, Empleando e} concepto de adjunto,
las férmulas (10) y (11) pueden ser representadas en forma mas
breve:

q‘!ll‘qlll'!'a{!l‘qlm_t_'-'+a-‘n{AIirx=|Air “2]
alilArlr'+azE'Als:'+--'+anr'|Alnf=IA" (]3)

En estas igualdades cada elemento a;, se muitiplica por su
adjunio | A|;;. ¢Qué sucederd si se toma la suma de los productos
de los elementos de la i-ésima [ila por los adjuntos de los elementos
correspondientes de otra fila cualquiera? Con el fin de obtener la
respuesia, sustituyamos la i-ésima fila de la matriz dada A por
su i-ésima fila sin alterar todas las filas restantes, incluyendo tam-
bién la i-ésima. Obtendremos una matriz B en la que son idénti-
cas las filas i-ésima y j-ésima. El determinante de esta matriz es
“igual a cero. Al mismo tiempo, es evidente que los menores de
los elementos de la j-ésima fila en los determinantes de las matrices
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Ay B coinciden. Desarrollando B segin los elementos de la i-ésima
fila, obtenemos

an|Alpt. o tau|Alp=0  (i5=0) (14)

Sustituyendo en los razonamientos las filas por las columnas
obtenemos la segunda serie de relaciones:

Wil ALyt Fay | ALy=0 (i) (15)

Las relaciontes (12), (13), (14) y (15) suelen enunciarse de ia
forma siguiente.

TEOREMA 5. La suma de los productos de los elementos de una
fila (de una columna) de un determinante por sus adjuntos es igual
al valor del delerminante. La suma de los producios de los elementos
de una fila (de una columna) de un determinante por los adjunios
de los elementos correspondientes de ofra fila (columna) cualquiera
es igual a cero.

Hagamos ahora algunas observaciones acerca de los métodos de
calculo de determinantes. Los determinantes de orden dos y tres
se calculan generalmente mediante las férmulas iniciales. Por ejemplo,

7 -25
o] 41 2 1 2 4
Z il —7|—1s|+2 38|+5|5 _1]|=187

Aqui hemos desarrollado el determinante de orden tres segiin
los etementos de su primera fila. Si uno de los elementos del de-
terminante dado fuese igual a cero, resultaria mas convenjente
recurrir al desarrollo segin aquella fila (o columna) que conlenga
este elemento nulo. Este mismo método se puede aplicar al calcular
determinantes de orden elevado que contienen muchos elementos
iguales a cero. En particular, lenemos

Ly G vee Oy

o, o
agﬁ i a!ﬂ e "
=Cpf - - e Ty Oy
o W W e W @ '
00 ... e, i
y andlogamenle
00 2
in 0 o
) PRy 5 o P G e
0 DLy, g v e L=ty n ( ) i
(xu-l i an-l n
a!ﬂaﬂz LU aﬂ" " :

n =1}
=(=1) * a, ... o

ne
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La situacion es mas compleja si ei orden del determinante dado
es relativamente elevado (por ejemplo, 7 y mas) y entre ios elemen-
tos del determinante hay pocos ceros o no los hay. En este caso,
al determinante se aplican primero las transformaciones indicadas
en el corolario 2 del teorema 1, tratando de escoger el coeficiente A
de modo que el determinante nuevo contenga en algunos lugares
ceros o tenga en cierto sentido una estructura mas sencilla. Estos
métodos se ven con claridad en el ejemplo siguiente. Supongamos
que debemos calcular el determinante

123456

d=

— N ks D

1
2
3/
4
5

o U7 o O b
LK — Oy I
= L RO - O

4
5
6
1
2

Restando en este determinante la quinta jila de la sexta, res-
tando en el determinante obtenido la cuarta fila de la quinta,
restando después )a tercera fila de la cuarta, etc., obtenemos

1 2 3 4 5 6
1 1 1 4 1-=p
1 1 1 1 =5 1
=11 5 3.2 1 1
1 1 —5 1 1 1
I —5 1 1 1 1

Restando ahora la sexta fila de la primera, de lasegunda, ...
..., de la quinta, obtenemos

0 7 2 8 4 5
0 6 0 0 0-6 I 6 0 o0-3
=8 0
a=lyg & 3278 Y=t—usll o0 o0-—1 0.
0 6-—-6 0 0 0 H i NE
f8 t ¢ 1 3 -

En el determinante obienido de orden cinco agregamos a la
primera columna las restantes y después desarrollamos el determi-
nante segin los elementos de la primera columna. Tendremos

21 2 3 4 &
o 0 0 0 —1
d=—56| 0 0 0 —1 0|=—6+2]
0o ¢—1 0 ©
0 —1 .0 0 0
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Mediante calculos analogos se obtiene también la férmula general

123 ... n—1 n
234... n 1
nl2...n—2n—1I
Este determinante leva el nombre de circulador de orden a,
debido a que sus filas se obtienen por permutaciones ciclicas de
los elementos de la primera fila. Es esta regularidad en la dispo-
sicion de los elementos del determinante en la que se basa la
deduccion de la férmula (16) que, a propésito, no serd empleada
en lo sucesivo. Actualmente para hallar el valor numérico de los
determinantes de orden elevado se recurre a los servicios de los
centros de computo en los que existen programas standard para
el calculo de determinantes adaptados a aquellos tipos de méquinas
con las que estd equipado el centro. Hallemos la estimacion apro-
ximada del nimero de operaciones aritméticas suficiente indudable-
mente para el célculo del determinante de una matriz arbitraria
{let;/l| de orden n.
Supongamos que a,, #=0. Calculamos «jl y representamos el
determinante dado en la forma

1 afle, ... ai'oy,

=1y
_ — N [ §
= {—[) - n*=s

{16)

Clyy Cog wro B
gl "y s & m AE & B
Cpg Olyg -

Durante esta operacién realizamos una inversion y n—1 multipli-
caciones. A continuacién, agregamos a los elementos de la se-
gunda, de la tercera, ..., de la n-ésima [ilas los elementos de la
primera fila multiplicados respectivamente por —a,, —a,, ...,
—a,, (un total de (n—1)* multiplicaciones e igual numero de
adiciones). Después de esto el problema se reduce al calculo de un
determinante de orden n—1:

yy ves Oy a-d
&gy

. .
Cp=1,1 =v+ Gn—i, n-1

Continuando este proceso, tendremos que calcular al final del
mismo solamente el producto e,my, ... «ff™" (es decir, n—I1
multiplicaciones). Al aplicar el algoritmo expuesto necesilaremos
realizar un total de n—1 inversiones de numeros, de

n (n—1)4(n—1) (n—2) + ...+2.1=‘_".iﬂ:’;‘”——')

multiplicaciones, de [-21_-”—:-(-":2 adiciones y de n—1 multipli-

caciones finales. Por lo lanto, para calcular un determinante de
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; . ]
orden n es necesario efectuar aproximadamente cerca de %A mul-

tiplicaciones y de un ndamero igual de adiciones. No nos deten-
dremos aqui en el estudio mas detallado de esta cuestion. Varias
definiciones y resuitados exactos se indican en el articulode B. 4. {Tax,
.0 cnocobax BLIYHCAEHHS 3HayeHHil MROrOWJIEHOB®, ¥Ycenexm Marema-
Teuecknx Hayk 21, Ne | (1966), 103—I134 (V. Ya. Pan, Acerca
de los métodos de calculo de valores de polinomios), asi como en
la bibliograiia sefialada en este articulo.

2.3, Delerminante de un producto. Matrices inversas. Un papel

importante lo desempefia en la teoria de matrices el siguiente teo-
rema.

TEOREMA 1 (sobre la muliiplicacién de determinantes). E! defer-
minante del producte de matrices cuadradas (formadas por elementos
pertenecientes a un anillo conmutativo K) es igual al producto de
los delerminantes de las malrices.

Sean dadas dos matrices cuadradas A={|a, || y B=| ;| de
orden n. En virtud del teorema sobre las matrices semidescom-
puestas (p. 2.1), se tiene

Cyy gy ov- %, 0 0 ... 0
Oy gy ove G, 0 0 .. O

%Ly Gu&“'gnno 0 v
—10 ... 0 Bnﬁw ﬁm
0 —i...0 [521512 vor P
0 0 "'-Iﬂ.ﬂlﬂlf‘)"'ﬁnn
En el segundo miembro aparece el determinanie de una matriz
de tipo especial de orden 2n. Sin alterar el valor del determinante,
con esta matriz se pueden realizar sucesivamente las siguientes
transformaciones: agregar a su primera fila los elementos de la
{n - 1)-ésima fila multiplicados por a«,,, los elementos de la (n + 2)-
esima fila multiplicados por a,,, etc., los elemenfos de la 2n-ésima
fila multiplicados por o,,. Asi surgird una matriz de orden 2n, en
la que las primeras n posiciones de la primera fila estarin ocupa-
das por ceros, mientras que las otras n posiciones estardn ocupa-
das por los productos de la primera fila de la matriz A por las
columnas de la matriz B. En la nueva matriz de orden 2n agre-
gamos ahora a los elementos de su segunda fila los elementos de
la (n+4-1)-ésima fila, de la (n--2)-ésima fila, etc., multiplicados
respectivamente por o, ©,, ..., %, Después realizamos trans-
formaciones anilogas con la tercera, ..., con la s-ésima filas.

4— 1843

|4]-|Bl=
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Después de esto obtenemos la iguaidad siguiente:

0...0 X, By --. Xy Bin

. 00 i‘-o;.,rﬁ;.--- @;rﬁ:‘n

[AljBt= —1...0 i I...Zm i

0...—1 [’»‘m vig ﬂnﬂ
Para reducir el determinante de la derecha a )a forma semides-
compuesta, cambiamos en él la primera columna con la (n41)-
ésima, la segunda con la (n-+~2)-ésima, ..., la n-ésima con la
2n-ésima. Asi obtendremos la igualdad

Ea’liﬁil e zau’ﬁfn 6 ... 0
i .n; ;l .- -.. « e ".‘I .m .0 .' -.. .0
Ml-w|=r—n"2§‘“ﬁ 2";"’_, it

Puesto que el determinante de una matriz semidescompuesta es
igual al producto de los determinantes de las células diagonales,
de la relacion (1) se deduce que

A B = (—1y(—D)=| <L o T :
Eam'ﬁfl LR Eam’ﬁ:’ra

[Al-|B]|=|AB], 2

que es lo que queriamos demostrar.

Hemos demostrado el teorema | para el producto de dos matri-
ces. Estad claro que de aqui se desprende su validez también en el
caso del producio de un namero finito cualquicra de matrices. Por
ejemplo,

| ABC|=|(AB)C|=| AB|-|C|=]A|-|B| |C|

En particular, para cualquier matriz cuadrada A se tiene
[A*|=|A]* (,=0,1,2,...). 3)

Sabemos que la transposiciéon de una matriz cuadrada no altera
su determinante. Por ello, para dos matlrices cuadradas cualesquiera
de un mismo orden, se {iene

|A|-|Bl=| AB|=| A'B|=|AB'|=| A'B|.

es decir,
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Sea, por ejemplo,

A~ |,
u v
En este caso, se tiene 1
. Xyt oxud-yu
[A]f=|AA"|= XA yv it v = (¥ y*) (1* 4 v¥) — (xu 4 yo)?,
es decir,

(xv—gu)* = (¥* + ¢°) (u* - %) — (xu - yv)*.
Esta relacion suele escribirse en forma de la siguiente identidad
(x* + 5°) (u® o4 v%) = (xo— yu)* 4 (xu + yo)*

que se denomina identidad de Lagrange.

Empleemos ahora el teorema | para un estudio mds detallado
de las propiedades de la matriz inversa.

Consideremos una matriz cuadrada cualquiera A =|| a;; || de or-
den n. Formemos una matriz con los adjuntos de los elementos del
determinante A y tomemos su transpuesta. La matriz asi obtenida
se llama :adiunta de A y se designa mediante A*. En otras pala-
bras,

Al ALy -o0 1ALy

ao | 14l 1ALy won 1Al

|A|lu |A1zu L IArJIH_I

Calculando los productos A.A4* y A*. A segiin la regla de mul-

tiplicacion de matrices y teniendo en cuenia las férmulas de (12)
a (15) del punto anterior, obtenemos directamente las relaciones

importantes
A-A*=A*" A=|A| E, 4)

donde E es la matriz unidad.

El determinante de la matriz A es un elemento del anillo prin-
cipal K, del cual se toman los elementios de todas las matrices
consideradas. Supongamos que para el elemento | 4| existe en K su
inverso | 4|~'. Entonces, multiplicando las relaciones (4) por | A |-,
llegamos a las igualdades

A|A|~'A*=|A|A*. A=E,
de donde se deduce que

A"t =|A4]-1. 4~ (5)
Por otra parte, si la ecuacién matricial
AX=E
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fiene solucion, obtenemos pasando a los determinantes
1Al 1X|=1,

es decir, el elemento | 4| es invertible en el anillo K.

Uniendo los resuliados oblenidos, llegamos a la proposicién
siguiente.

TEOREMA 2. Una malriz cuadrada A, formada por elemenios de
wn anillo conmutativo K con el elemento unidad, pusee la matriz
inversa, también formada por elementos de K, si, y sélo si, el deter-
minante de A es invertible en el anillo K. Si la matriz inversa
existe, su delerminante es igual al inverso del valor del determinante
de la malriz dada.

Por ejemplo, en el anillo de todos los nGmeros enteros
K=1{0, =1, ...} poseen inverso solamente los elemenfos 1 y —1.
Por lo tanto, una matriz cuadrada formada por nimeros enteros
posee la matriz inversa, también formada por niimeros enteros, si,
y solo si, el deferminante de la matriz dada es igual a 1.

Supongamos que se consideran matrices formadas por elementos
de un cuerpo conmutativo. En un cuerpo conmutative, todo ele-
mento no nulo posee su inverso. Por ello, sobre un cuerpo conmu-
tativo son invertibles aquellas matrices, y sélo aquéllas, cuyos
determinantes son diferentes de cero.

Una matriz cuadrada cuyo determinante es igual a cero se
llama singufar. En el caso contrario, la matriz se llama regular,
Por esto, la condicién indicada anteriormente para que una matriz
sea inveriible puede ser enunciada de la forma siguiente: una ma-
triz cuadrada sobre un cuerpo conmutfativo posee inversa si, y sélo
si, es regular.

Hemos visto que para matrices A regulares sobre el cuerpo
conmutalivo K, se tiene

|A- | =} A,
De aqui obtenemos
[A=m|=] A=Y ... A= |=|A|"» (m=12 ...),

de modo que la férmula (3) es vaiida no sélo para los valores
naturales de %, sino también para cualesquiera valores enteros de k&
(siempre que la matriz A sea invertible).

Segin el p.1.3, una matriz cuadrada A se llama ortogonal, si

AA'=A'A=E.

Pasando a los determinantes, obtenemos JA*=1 vy, por ello,
si las matrices se consideran sobre un cuerpo conmutativo K, se
tiene |A|==1. Gracias a esto todas las matrices ortogonales se
descomponen en dos conjuntos de matrices: las matrices orfogonales
propias de determinante +1 y las matrices orfogonales impropias
de determinanie —1. Todas las matrices ortogonales propias for-
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man, respecto a la operacion de multiplicacién, un grupo que
constitluye un subgrupo del grupo de todas las matrices ortogonales.

Recordemos que una matriz cuadrada A definida sobre el cuerpo
de Jos nGmeros complejos se llama unitaria si AA’=E. Tomando
los determinantes, oblenemos |A|.|A|=1, es decir, e/ mddulo del
determinante de una mairiz unitaria es igual a la unidad.

Para concluir hallemos el determinanie de la matriz adjunta.
Aceptemos que el anillo K es el anillo de los polinomios en le-
tras x;; (i, i=1, ..., n) con coeficientes enteros y consideremos la
matriz’ X =l x;;||. Segin la férmula (4) se tiene

X X*=|X|-E
y por lo tanlo
| X X4 =] X"
Puesto que el polinomio | X| es diferente de cero, la igualdad
puede ser dividida por |X| y asi obienemos la férmula deseada
[ X* =] X", (6)
ambos miembros de la cual son polinomios en las variables x,, con
coeficientes enteros. Pero, si coinciden dos polinomios de este tipo,
también coinciden sus valores para cualesquiera valores de las
variables pertenecientes a un anillo conmutativo arbitrario. Por

esto, la férmula (6) es vélida para matrices cuadradas arbitrarias
sobre cualquier anillo conmutativo.

2.4. Sistemas cramerianos de ecuaciones lineales, Considercmos
¢l conjunto de condiciones

T S TR ]
aﬂllgl-l- RARLE, +amnEn=ﬁm!
donde E,, ..., §, son letras, mientras que o, y B; son elementos
de un anilio K. El conjunto de estas condiciones se llama sisferna
de ecuaciones lineales con las incognitas E,, ..., &, sobre el apillo X.

Una sucesion &}, ..., & de elementos del anillc K se llama sofu-
cién del sistema (1) si al tomar en las condiciones {1) en lugar de

th

las variables &, ..., E, los elemenlos correspondientes Ef, ..., &
todas las condiciones resultan veridicas. Introduciendo las matrices
&I E ‘_ﬁl
Ty vee Ggp ) 2 f
= EEEEE R y b= : 4
Le o K
m1 min 'L_-,n ﬂm_f

el sistema (1) puede ser represeniado en la siguiente forma ma-
tricial
Ax=b. (2)
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La matriz A4 se ltama mairiz del sistema (1) y la matiiz
Fay vee o By 7

B=|
L%ap +o o “an ﬁm_]

se llama matriz ampliada del sistema (1). Las propiedades de la
matriz B nos hardn falla en el p. 5.3 al estudiar de forenr mis
detaliada las propiedades del sistema (1); por ahora nos limitare-
mos a considerar el caso en que m =1, es decir, en que la mutriz A
es cuadrada. Supongamos que la matriz 4 es inverlible. En este
caso, multiplicando ambos miembros de la igualdad (2) a fa izquier-
da por A-!, obtenemos

= A=, (3)

Viceversa, multiplicando la relacién (3) a la izquierda por A,
obtenemos (2). Por consiguiente, las condiciones {2) y (3} son equi-
valentes y por ello la formula (3) puede ser considerada como la
formula que ofrece la solucion del sistema de ecuaciones (1) siempre
que la mairiz del sistema sea inveriible.

Hasta el momenio no hemos supuesto siquiera que el anillo X
sea conmutativo. Supongamos ahora que K es un cuerpo conmuta-
tiva. En este caso, el hecho de que Ja matriz A sea inveriible
equivale a que sea regular; la matriz_inversa se expresard en tér-
minos de la matriz adjunta en la forma anterjormente sefialada
y la férmula (3} podrd ser representada de la forma siguiente

x=|A|1A%.

Tomando en lugar de la matriz A* su expresion en términos de ios
adjuntos del delerminante |A| y realizando la mulliplicacién en
el segundo miembro, obienemos

B IA |11'Bl+---+1‘4 :m‘ﬁﬁ
I

o bwen, en forma delinitiva,

Gy voe @iy By Oy e oee By

i W T o S ;
ge” A 21 9, (=] ﬁs B i+ 1 . (l=1. e H]. m‘
L"tru LS (!"‘ =1 ﬁu a‘u. fey -=-- arm
Para comprobar bastard desarrollar el determinante que figura
en el numerador <egiin los elementos de la i-ésima columna.
Un sistema de ecuacionus lineales sobre un cuerpo conmutativo

se Jlama crameriane si el nomero de ecuaciones coincide con el
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nimero de incognitas y si el delerminante de la matriz del sistema
es diferente de cero. Vemos, por consiguiente, que fodo sistema
crameriano de ecuaciones lineales fiene una solucion, y sélo una,
(B, ..., B)) ¥ que esta solucion viene dada por las formulas (4).
Las formulas (4) se llaman férmulas de Cramer, en memoria de
Crainer, matematico de mediados del siglo pasado, ya que aparecie-
ron, por lo visto, por primera vez en uno de sus trabajos. Para
n—2y n=23 las férmulas de Cramer han sido dadas de forma
detallada en el p. 2.1.

Las férmulas de Cramer dan una expresién ecerrada» de la solu-
cion de un sistema crameriano de ecuaciones en términos de los
coeficientes de estas ecuaciones. Sin embargo, no es conveniente
hallar la solucion de un sistema lineal empleando las férmulas de
Cramer. En efecto, recurriendo a las férmulas de Cramer, habri que
caleular los valores de n+1 delerminanies de orden n. Segln las
estimaciones aproximadas, realizadas en el p. 2.2, habra que efec-
tuar para ello cerca de n' multiplicaciones y adiciones. Al mismo
tiempo, el método corriente de eliminacién sucesiva de incégnitas
requiere, como ahora veremos, un numerc de operaciones conside-
rablemente menor, Este método, ordenado de modo adecuado, se
tlama en la actualidad algoritmo de Gauss.

Consideremos, pues, de nuevo el sistema de ecuaciones linea-
les (1) cuyes coeficientes han sido tomados de un cuerpo conmuta-
tivo K. Si todos los coeficientes de una de las ecuaciones son
iguales a cero podemos suprimirla del sistema. Si los coeficientes
de las incognitas son iguales a cero, mientras que B =0, el sistema
no tiepe solucion. Por esto se puede aceplar que algunos de los
coeficientes de las incOgnitas en la primera ecuacion son diferenles
de cero. En este caso, cambiando si es necesario la numeracion de
las incognitas, podemos ltevar el sistema a la forma (1) en la que
a,, 5= 0. Calculemos e y mullipliquemos todos los miembros de
la primera ecuacion por ej!. A conlinuacion, de la segunda, de
la tercera, ..., de la m-ésima ecuaciones restamos término por
término la primera ecuacién muitiplicada por ey, o, ..., o,
respectivamente. Después de esta operacion nuestro sislema inicial
resultara ser equivalenle al sistema de tipo

§1+a;1§2+---+a1n.§n=ﬁ;v ]

ikt oo b, =Bl | %
Cmafis+ - -+ Carby =P }

Al pasar del sistema (1) al sistema (5) hemos realizado una

inversion, am multiplicaciones y n(m—1) adiciones. Procediendo

de la misma forma con las dltimas m—1 ecuaciones del sistema (5),
obtendremos— después de una inversién, de (n— 1) (m— 1) multiplica-
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clones y de (n—1)(m—2) adiciones—el sislema de tipo

Eg +a;e§2+ &‘HE;J o +a;n§,.= [5'1'
Ez _{_ a;;l?'.'l+ LB + a:ngn =f"':!l
4 a:n:t&a . +G‘.:,m§“ = ﬁ:n /

Continuando el procese indicado, podremos encontrarnos con
tres casos: a) en uno de los pasos llegamos a la conclusion de que
el sistema no liene solucion; b) obiendremos un sislema de tipo

&+ Yieket oo SV E ‘|_ VioreiBrert - -« + Vigbn =6y, I
E‘l+ LA ";l""f!rgr = Va, r"-lgr—-l + LR “Ii"v-.;u‘éu =6‘!' }

- . . 0 . . . . . - . . . - . l

)

E‘r -+ Ve r4 1E.'-H 1 kT o Vru&n = Bni
) obtendremos un sislema de tipo

;-.:~1 T ?mgu + 7"13..5:1 + .. ?lr:§;| = ﬁ'”
Eﬂ+ ‘I'-zs?:n 5 R +?«u§;."‘“"‘sg-
Eu—! Yu=1, u‘.é.n o Bu- 1

§n=6u-

En el caso b), expresamos &, empleando la dltima ecuacidn, en
términos de las incégnitas «libres» &,.,, ..., £, Iniroduciendo el
valor obtenido de &, en la ecuacién anterior, hallamés de elia E,.,,
ete. De esta forma encontraremos unas expresiones lineales de las
incognitas E,, ..., E, en términos de las incdgnitas «libress. Dando
valores arbitrarios a las incognitas «libres», podremos, a partir de
las formulas sefialadas, calcular los valores correspondientes de las
incognitas &, ..., &, y obtener de esta forma una solucién &, ... E,
E .., -.o» E, del sisterna dado. Lo mismo ocurrird en el caso ¢); la
diferencia consistird solamente en que en este caso oblendremos unos
valores determinados para todas las incognitas &, .... E,.

Calculemos el namero de operaciones que hav que efectuar en
¢l caso ¢) parn obtener 1a solucion. Para reducir el sistema a la
forma 6) {aceptando que m=n) tendremos que realizar n inversiones.

e —1F4+. 4 l’=+]'.; (Zn-FDn+ln
ultiplicaciones ¥
nin—1+m—1)n—2)4+... 421 =%(n +1nn—1

adiciones. Ademas, para hallar del sistema iriangular (6) las incog-
nitas habrd que realizar adicionalmente

l+2+...+(rt—!)==—‘%r: (n—1}
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multiplicaciones y un nimero igual de adiciones. Por consiguiente,
para resolver el sistema (1} empleando el método de Gauss, es ne-
cesario realizar, en el caso general, n inversiones,

1 [

gl +3n—) =5
multiplicaciones y

| 1

@ +3n—f)mom

adiciones.

Observemos ahora que empleando el método de Gauss puede ser
calculada también la matriz inversa A~'. Esto se logra de la forma
signiente. Se escribe el sistema de ecuaciones lineales Ax=2b, en el
que las columnas x y b se consideran formadas por letras. Después,
a partir del sislema dado y empleando el mélodo de Gauss, las
variables &, ..., §, se expresan en {érminos de las variables
B, ..., B, Asi sc obtienen férmulas de fipo

gf‘:’?hﬁl-i_"'-l'?inﬁn {'I'=l, ey "),
Puesto que de Ax=b se deduce que x=A"'b, la matriz [|v,]|

sera precisamente la inversa de A. El calculo del nimero de ope-
raciones muesira que en este caso es suficiente realizar n inversio-
nes, T'i"" {4n?—1) =~ %n’ multiplicaciones y% (n’——n}(?.n—])z% nt
adiciones.

En los caleulos que hemos realizado acerca del nGmero de ope-
raciones necesarias para hallar el valor del determinanfe de una
matriz, la solucién de un sistema de ecuaciones lineales o la inver-
sion de una matriz, no se han tenido en cuenta algunas operaciones
secundarias, asi como el aumenio del nimero de cifras decimales
en los nimeros que se multiplican o se suman. Sin embargo, los
resultados obtenidos pueden resultar (liles al decidir, si un sistema
de ecuaciones lineales de interés practico debe ser resuelto a mano
o conviene pasar el encargo a un centro de calculo.

Complementos y ejerciclos

1. Empleando las férmulas de Cramer, resuélvase ¢l sistema
ity+2z==2,
x4-3y=—2t=—4,
2t zmt=—1,
2y—z—3=—3.
2, Empleando el método de Gauss hallense las inversas de las matrices

a1 a a a
[;*_g"‘% v a a+! a a
3 —1 1 a a a4l a

a a a a-=11
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3. Demuéstrese la fdrmula (determinante de Vandermonde)

1 1 T |

Xy X3 Yo ks

xi 3 T =H{x‘;-—x,-}.
i<y

Yoy gas ot
4. Demuéstrese que
a-+-x a a
a G4Xg e a a a
. +' FaseR i =”l‘=----'u(1+x—+---+x'—)-
1 n
a a eew atxg

5. Sl en el anitlo principal K para cualquier @ de 2u=0 se deduce que
a =0, el determinante de cualquier matriz antisimétrica sobre K de orden impar
es igual a cero.

%, Consideremos una malriz cuadrada arbitraria A (sobre un anillo conmu-
tativo K) de orden n. Suprimiendo en A las filas con los numeros iy, ..., I,
(lesiy < ... <i,==n) y las columnas con los nimeros jy, ..., fp (l=<f; <
< ... < j,== n), obtendremos una matriz nueva Al --: |r de orden n—r. Los
elementos de la matriz A que se hallan en los cruces de las filas y de las co-
lumnas suprimidas también forman una matriz cuadrada. El orden de esta dltima
matriz es igual a r. Su determinanic se denomina menor de orden r del deter-
minante de la matriz A perleneciente a las filas con los nimeros &y, ..., i, ¥
a las columnas con los nimeros jy, ..., fp. Se llama adjunfo de este menor el
determinante de la matriz A{: '_jj{: muitiplicado por (—1)5+, donde s=1i, 4
A viidi, y t=Jy+... 4], Tiene fugar la siguiente generalizacién del desu-
rrollo de un determinante segiin los elementos de la primera y de la segunda filas:
s en un determinante de orden n se [ifan r filas cuaglesquiera, la suma de los
productos de los menores de orden r, pertenecientes a las [ilas escogidas, por sus
adjuntos es igual al valor del determinante dudo.

7. Si la matriz cuadrada dada X es simétrica o antisimétrica, la malriz
adjunta X* también es simétrica o antisimétrica,

8. Sea A una matriz cuadrada de elemenlos enteros y sean x y & upas co-
luminas, cuyos elementos son letras: &, ..., E, r 1s +-or By respeclivamente.
El sistema de ecuaciones lineales Ax=»5 tiene soluciones enteras &, ..., &; para
cualesqulera valores enteros de Py, ..., B, si, y sdlo si, jAl=£1.

§ 3. Polinomios caracteristico y minimo

Todas las matrices que se consideran en este parragraio se su-
ponen cuadradas y de un mismo orden n. Los elementos de estas
matrices se toman de un cuerpo conmutativo K cualquiera, pero fijo.

3.1. Semejanza de matrices. La matriz A se llama semejante a

la mafriz B, si existe una matriz no degenerada X, tal, que
A=X-1BX. (1)
En este caso también suele decirse que la matriz A es la transfor-

mada de B por X. Multiplicando la igualdad (1} a la izquierda por
X y a la derecha por X~', obtenemos

B=XAX-t=(X"1)"1 AX~1,
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Por consiguiente, la semejanza de A con B implica la semejanza de
R ron A, Ademas, si

A=X"*BX y B=Y~-'CY,
realizando la sustitacion obtenemos
A=(YX)'C(YX)

Por consiguiente, dos matrices, semejanfes cada una a ofra lercera,
san fambicn scmejanfes. Es obvio, finalmente, que toda matriz es
semejante a si misma.

stas propiedades demucsiran que el conjunio de todas las mae-
trices cuadratlas de un orden dado n, formadas por elementos du un
cuerpo conmutativo K, se descompone de un modo natural en clases
de malrices semejantes. Uno de los problemas centrales de la teoria
de matrices es ¢l de hallar las condiciones necesarias v suficientes
de semejanza de malrices. La solucion de este problema sera dada
en ¢l capitulo 1V. Aqui estableceremos solamenie algunas propieda-
des previas de mairices semejantes.

Para transformar una suma de malrices por X es suficiente irans-
formar por X cada sumando,

En efecto,

XA+ A4+ . +A)X=X"TTAX S XTTAX 4 4 X14,X.

Para transformar wun producto de mairices por X es suficienfe
{ransformar cada factur
Efectivamertte,

XAX-XAX . XTAX=X"A4, ... 4,X,

ya que los productos XX~ que aparecen en el primer miembro,
son iguales a £ y pueden ser omitidos.

Para (ransformar una potencia de una matriz es suficiente trans-
formar la base de la potencia, es decir, se licne

X A#X =(X-14X)".
Si m>=0, esta [6rmula es un caso particular de la anterior. Si
m < 0, tomemos k= — m. Entonces tendremos
XA = XA X = (XA XY = (X AX) 2 = (X AX)™
El valor {ransformado de un polinomin en una mairiz es igual
al valor del polinomio en la malriz {ransformada, en oiras palabras,
X (A X=F(X" AX).
Esta proposicién es resultado inmediato de las anteriores, ya
que el valor de un polinomio en A se obtiene a parlir de A rea-

lizando operaciones de elevacién a potencias, de multiplicaciéa por
nimero y de adicidn.
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Las reglas de la transformacion de expresiones permiten en mu-
chas ocasiones simplificar considerablemente los calculos. Sean, por

ejemplo, TEt 2
A [o |J y X—Is 2J'

Por induccién es facil demoslrar que

Puesto que
X"AX=[_; _ﬂl,
tendremos, aplicando la regla de transformacién de una potencia,

7 41" _ ot qnw . [1+6n in
Img —51 e “”‘—[ —on l-—ﬁn_"

3.2, Polinomio caracteristico. Sea A una maltriz cuadrada y sean
e 46 =1, 2, ..., n) sus elementos. La matriz

A=y Oy .. =y,
—yy, A=y ... —@

AE— A== =

- L
el Oy e A—C{m‘_‘

donde i es una variable independiente, se llama matriz caracteristica
de A. Su deferminante
@) =|LE—A| 1)

es evidentemenie un polinomio en A y se llama polinemiv caracte-
ristico de la matriz A

Para hallar los primeros {¢rminos de este polinomio recurramas
a que el valor de un determinante es igual a la suma de los pro-
ductos de sus elementos tomados de modo que haya uno de cada
fila v uno de cada columna y provistos de signo adecuado. Para
hallar el término de mayor grado respecto 2 A es necesario tomar
los productos de los elementos de mayor grado. Es nuestro caso este
producto sera uno solamente, a saber, el producto (A—e ) (h—0z,,) - ..
... (h—a,,) de los elementos diagonales, Todos los demas productos
que componen e} determinante seran de grado no mayor que n—2,
ya que siendo —a;; (is#j) uno de los factores de alguno de estos
productos, el dltimo no contendrd los factores A—a,; v h—oj, ¥,
por consiguiente, serd de grado no mayor que n—2. De este modo,
¢(A)={h—a,) ... (A—a,,)+términos de grado no mayor que

n—2, o
4.;{1):&"-—((1“_-&-... 'l‘annll"‘l-'-"' [‘2)
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La suma de los elementos diagonales de una matriz se llama
traza de la matriz. Segiin la férmula (2), el grado del polinomio
caracteristico de una matriz es igual al orden de esta matriz, el coe-
ficiente principal del polinomio caracteristico es igual a I, mientras
que el coeficiente de "' es igual a la traza de la matriz lomada
con el signo confrario. Si en la férmula (2) tomamos A =0, tendremos

e(0)=|—A|=(=1)"| A].
Pero ¢ (0) es el término independiente del polinomio caracteristico.
Es decir, el término independiente del polinomio caracteristico de
una matriz A es igual al determinante de esta matriz mulliplicado
por (—1)", donde n es el orden de la matriz A.

El teorema que sigue describe una de las propiedades mas -
portantes del polinomio caracteristico.

TEOREMA L. Los polinomios caracteristicos de mairices semejantes
coinciden.

En efecto, sea A una matriz semejante a la matriz 8:

A= X"1BX,
Entonces para el polinomio caracteristico de 4 tenemos
IAE—A|=|AE=X"1BX|=|X""AE—B) X |=|X'|-|AE—B|-| X|.

Los determinantes |X~!'| y |X| son nimeros reciprocos cuyo
producto es igual a la I; por esfo, se tiene

|AE—B|=|AE—A|

que es lo que se queria demostrar.

De este teorema se deduce, en particular, que fas matrices se-
mejantes tienen {razas y determinanies iguales, ya que la traza y el
determinante de una mafriz, provistos de signo adecuado, son coe-
ficientes de su polinomio caracteristico.

La igualdad de los polinomios caracteristicos es una condicion
necesaria pero, como regla general, no suficiente de la semejanza
de matrices. Por ejemplo, los polinomios caracteristicos de las

matrices g T
E=[0 1] y A=[01

coinciden. Sin embargo, A no puede ser semejante a £ ya que para
cualquier matriz X se tiene

XEX=X"'X=E.
Las raices del polinomio caracteristico de una matriz se llarnan
ntimeros caracteristicos o valores propios de la misma. Las raices

multiples del polinomio caracteristico se llaman valores propios
miltiples de la matriz. Es conocido que Ia suma de todas las raices
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reales y complejas de un polinomio de grado n, cuyo coeficiente prin-
cipal es la 1, es igual al coeficiente de la (n—1)-ésima potencia de la
variable tomado con el signo contrario. De la férmula (2) resulia,
por ello, que en el cuerpo de los nimeros complejos la suma de todos
los valores propios de una matriz es igual a su traza.

Observernos que la traza de una suma de matrices es igual a la
suma de las trazas de los sumandos y que la traza del producto de
un nimero por una matriz es igual al producto de este niimero por
la traza de Ja matriz. Ambas afirmaciones pueden ser resumidas en
una férmula:

traza(¢A-+pB)=o-iraza A-+p-traza B

para cuya demostracién basta considerar las mafrices correspondien-
tes y calcular sus trazas.

En el p. 1.2 a todo polinomic ¢‘A) ha sido puesta en corres-
Eondencia una matriz q;éA) llamada ralor del polinomio ¢-{) para

=A. Si ¢(A)=0, se dice que A e: raiz de q(A).

TEOREMA DE HAMILTON.CAYLEY. Toda matriz es raiz de su polino-
mio caracteristico.

Sea A una matriz. Sea B la matriz adjunta de la matriz carac-
teristica AE— A (véase el p. 2.3). Sean B;; (i, j=1,2, ..., n) los
elementos de la matriz B. Estos elementos son los adjunios del
determinante |[AE—A] y, por lo tanto, representan polinomios en
4 de grado no superior a n—1. Sea

By By -+ BPR+ . .+ BRI,

Consideremos las matrices numéricas auxiliares

P B ... B

k) ity ﬂml
pw=|"a Far oo Bar | pg, 1, .., a=1).
pap B ... B

Es evidente que la matriz B puede ser representada en este caso
en la forma siguiente:

B=B94-2ABW 4 ... +7L”“B‘”"’.

En virtud de la propiedad principal de las matrices adjuntas, se
tiene

B(O\E—A)=|A\E—A|-E. @)

Aqui |AE—A| es el polinomio caracteristico de la matriz A que
represenfaremos mediante ¢ (A). Sea

QR =ty +ah+ ... o, AR
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Ahora podemos escribir la igualdad (3) en forma mas detallada:

(B¢OI+ABI1)+ e +l“'lB‘"-”] (}\‘E_,_A)z
=(ag4 A=+ ... +a, A" A7) E.

Suprimiendo los paréntesis y comparando los coeficientes de po-
fencias iguales de A, obtenemos

— B 4 =CL0£.
—BWA |- B@ =a,E,
—B®WA L B = o,kE,
,_.B-lu;l.l.A _|_ ‘B‘-""";’ =*.-G',,_'|E.‘-
E.

Bir=1) —

Multipliquemos a la derecha estas igualdades por E, 4, ..., 4%,
respectivamente, y sumémosias. Todos los términos del primer
miembro se anularan y obtendremos

O=a,E+oadta,A® 4 ...+ A%,
es decir, 9 (A)=0 que es lo que se queria.

3.3. Polinomio minimo. Consideremos todos los polinomios no

nulos f(i) para los cuales una matriz A dada es una raiz. Existen
polinomios de este tipo; entre ellos figura, por ejemplo, el polino-
mio caracteristico de la matriz 4. El polinomio no nulo de menor
grado y de coeficiente principal igual a la }, para el cual la ma-
iriz A es una raiz, se llama polinomio minimo de esta matriz.

- Toda matriz A tiene solo un polinomio minimo. En efecto, si hubiese
dos, digamos v, (A} v P, (), la diferencia ¢, (R)—1, (A) seria un
polinomio no nulo de grade menor, para el cual la matriz A tam.
bién seria una raiz. Dividiendo esta diferencia por su coeficiente
principal, tendriamos un polinomio de coeficiente principal igual
a la 1, la matriz A seria una de sus raices y su grado seria infe-
rior al de los polinomios minimos ¥, (A) y ¥, (A), lo cual estaria
en contradiccion con la definicién de los polinomios minimos.

Todo polinomio f(A) para el cual la matriz A es una raiz es
divisible por el polinomio minimeo (L) de esta mairiz.

Efectivamente, supongamos, al contrario, que f (%)} no es divi-
sible por (k). Designando mediante g (A} cl cociente y mediante
r () el resto de la division de f (&) por ¥ (A}, {endremos

[ () =9pR)g(h)+1 ().

Tomandoe aqui A=2A4 y valiéndonos de que p(A)=[f(A4)=0,
obtendremos r (A)=0. Pero el grado del resto r(A) es menor que
el grado del divisor :(A). Por consiguienie, r (%) es un pelinomio
no nulo, la matriz A es su raiz y su grado es inferior al grado
del polinomio minimo 4 (%), lo cual es contradiciorio. Hemos
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demostrado nuestra afirmacién. En particular, el polinomio minimo
de una malriz es un divisor de su polinomio caracteristico,

Sabemos que las matrices semejanties tienen un mismo polinomio
caracteristico. Esta misma propiedad la tiene el polinomio minime:
tas matrices semejantes tienen polinomios minimos idénticos. En
efecto, sea A semejente a B: A= X-*BX. Si f(M) es un polinomio
que tiene a B como raiz. tendremos en virtud del p. 3.1

f(Ay=F(X"BX)=X"'f(B) X =0.

Por consiguiente, el conjunto de polinomios que tienen como raiz
una de las matrices semejantes coincide con el conjunto de polino-
mios que tienen como raiz otra de las malrices semejantes. Por
esto, el polinomio de grado menor y de coeficiente principal igual
a la |, perteneciente a este conjunto, serd el polinomio minimo de
ambas matrices.

La igualdad de los polinomios minimos es una condicién nece-
saria mas de la semejanza de matrices. Sin embargo, esta condicidn
tampoco es suficiente. Consideremos por ejemplo, las matrices

200 200
A=|030| y B=|020]"
003 003

Sus polinomios caracteristicos son iguales, respectivamente, a
rA—2){(A—3® y (—22(a—23).

Puesto que estos polinomios son diferentes, las matrices 4 y
B no son seniejantes. El polinomio minimo de la matriz A debe
ser divisor de su polinomio caracteristico, es decir, debe coincidir
con uno de los polinomios siguientess A—2, A—3 (A—3),
rA—2)(A—3) o (A—2)(A—3)*. Tomando aqui en lugar de A la
matriz A, encontraremos que el cero se obtiene por primera vez
en el caso del polinomio (A—2)(A—3). Por consiguiente, este poli-
nomio serd precisamente el polinomio minimo de la matriz 4.
De la misma forma determinaremos que el polinomio minimo de
la matriz B es también el polinomio (A—2)(A—3). Es decir, ios
polinomios minimos de las matrices A y B coinciden, mientras que
fas matrices A y B no son semejantes.

En el p. 1.4 hemos dicho que las matrices de tipo

rA, 3
A

o,
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donde A,, ..., A, son matrices cuadradas, se llaman descompuestas
en células A,, ..., A, o descompuestas en la suma directa de estas
céluias.

El polinomio caracteristico de wuna mafriz descompuesta es
igual al producto de los polinomios caracteristicos de sus células
diagonales.

En efecto, si A se descompone en células A,, ..., A, es facil
ver que su matriz caracteristica es de la forma

AE,— A, g
AE,— A,
ME—A= : '
L AE,—A,
donde E,, ..., E, son las matrices unidades de ordenes correspon-

dientes. Se sabe del p. 2.1 que el determinante de una matriz des-
compuesta es igual al producto de los determinantes de sus células
diagonales. Por consiguiente,

|AE—A|=|AE,— A, |-|AE,— A4, ... |AE,— A,

que es lo que se queria demostrar.

El polinomio minimo de una matriz descompuesia es igual al
minimo comiin mialtiplo de los polinomios minimos de sus células
diagonales.

Supongamos que la matriz A se descompone en las células
Ay, ..., Ag Sean ¥, (A), ..., $5(2) sus polinomios minimos res.
pectivos, Consideremos un polinomio arbitrario f(A). Si f(A4)=0,
de la formula (7) del p. 1.4 resulta que f(A)=...=[(4,)=0.
Pero todo polinomio que fiiene como raiz a la matriz A; es divi-
sible por el polinomio minimo 4, (1} de esta matriz. Por consiguiente,
f(x} es un comin miltiplo de los polinomios ¢, (), ..., 1{)(1).
Viceversa, si un polinomio cualquiera f{(A) es un comin ma fiplo
de W, (&), ..., P (A), se tiene evidentemenie f(A)==0. Por consi-
guiente, para obiener el polinomio minimo de ta matriz A es pre-
ciso tomar el comin maltiplo de menor grado de los polinomios
P (), «.., e (A), es decir, el minimo comin multiplo, que es lo
que se gueria demostrar.

Una malriz celular A se llama semidescompuesia o celular trian-
gular, si todas sus células diagonales son cuadradas, mientras que
las células que figuran a un lado cualquiera de la diagonal princi-
pal estan formadas por ceros. En lo sucesivo siempre aceptaremcs
que las células nulas de la matriz semidescompuesta se hallan
sobre la diagonal principal. Por consiguiente, las matrices celulares

5—1843



66 Cap. 1. Matrices y determinantes

semidescompuestas tienen la estructura siguiente

All
A= Aﬂ ‘4“ ([)
A.rl ‘q.sa Vs Ass
donde A,,, ..., A, son células cuadradas y todas las células que
se hallan encima de éstas est4n formadas por ceros.
Sea B otra matriz semidescompuesta cualquiera, cuyas células
diagonales son del mismo orden que las células correspondientes de

ta matriz A. En virtud de las reglas de operacién con matrices
celulares, tenemos

Ay "B, =]
4, A, +| Bo Bas J=
Ap Aeyovns Ag) LBy Ba woo B,
FAn+B,
= A‘21+le A:=+Bs:
LA+ Aark-Bis ors Al
A, 1 B, A8, -
A“ A" - B“ Bay 21 {lgalign

’

L.‘qn A-rz LR As.r_.i Lle Bsz vor By l.C.z: C.rs LT AssBSs_
donde C,=A;B;+A; ,;.Buy, 4+ ... +A,;B;. Por consiguiente,
la suma y el producto 'de matrices semidescompuestas son matrices
semidescompuestas cuyas células diagonales son iguales a las sumas
y a los productos de las células correspondientes de las matrices dadas.
En particualr, si f(A) es un polinomio en A y A es una matriz
semidescompuesta de tipo (1), se tiene

M4y E
f(A)=lDu f(An] J (2)
Doy Dy +.. f(Ay)
(las células Dy, tienen una estructura més compleja). Del § 2 cona-
cemos que el determinante de una matriz semidescompuesta es igual
al producto de los determinantes de sus células diagonales.

De aqui se deduce directamente que el polinomio caracteristico
de una matriz semidescompuesta es igual al producto de los polino-
mios caracteristicos de las células diagonales de esta matriz.

Si las células de una matriz semidescompuesta A son de orden I,

se dice que A tiene forma triangular o, simplemente, que es una
matriz triangular. Los valores propios de una matriz triangular son
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iguales a sus elementos diagonales. De las férmulas (2) resulta tam-
bién que siendo &, &, ..., &, los valores propios de una matriz
triangular, los valores propios de la mairiz f(A) serin f((,),

FEe) -ovs [

Ejemplos y problemas

1. Una matriz se llama nilpolente si una de sus potencias es Iguai a la
matriz nuia. Demuéstrese que una matriz semidescompuesta es nilpotente sf,
y s6lo si, son nilpotentes sus células diagonales.

2. Empleando el teorema de Hamitton-Cayley demuéstrese que si en el cuerpo
de los niimeros complejos todos los valores propios de una matriz son iguales
a cero, la matriz es nilpotente.

3. Demuésirese que si en la suma direcfa de matrices se cambian entre sf
los sumandos, la suma nueva serd una matriz semefante a la suma inicial.

4, Calctilense los polinomios caracteristicos y los valores propios de las
matrices

123

f23 - €Os & Sen o =
A_[l«l ' B“[-—-senacosa ¥ C‘[gég}

5. Hatlense los polinomios minimos de las matrices

2000
0. [3%3]. [%2?] y [9290),
003 003 0003
6. Demuéstrese que los valores propios de una matriz diagonal son sus ele-

mentos diagonales,
7 Demuéstrese la férmula

traza (AB)= traza (BA).

8. Si en una matriz cuadrada de orden n se suprimen m filas con los ni-
meros iy, fg, ««.yiy Y 1 columnas con los mismos nimeros, quedard una matriz
de orden n—m y su determinante se llama menor principal de orden n—m.
Demuéstrese que el coeficiente de A% en el polinomio caracteristico de iz matriz
A es lqu)aI a a suma de sus menores principales de orden n—m multiplicada
por (==1)t=m,

g. Demuéstrese que el polinomio caracieristico de la matriz A8 colncide
con el polinomio caracteristico de la matriz BA.

10. Si Fl, Eer ..., Cn son los valores propios de una matriz A, los valores
¥rupios de !aénatrlz f (A}, donde f (A} es un pollnomio, serdn iguales a f (L),

{49 Al

wm



Capitulo II Espacios lineales

§ 4. Dimensién

4.1. Médulos y espacios vectoriales. Un conjunto arbitrario no

vacio de elementos € se llama médulo sobre un anillo K, si se
cumplen las condiciones siguientes:

a) existe una regla que a partir de cualquier par. de elementos
aybde £ permite hallar un elemento de € que se llama suma
de los dos primeros y se designa mediante a-b;

b) existe una regla que a gartir de cualquier nimero o de K
y de cualquier elemento a de ¥ permite hallar en £ un elemento

nuevo que se llama producto de o por a y que se designa me-
diante aa;

c) las operaciones de adicién y de multiplicacién por nimero
satisiacen los axjomas siguientes:
1° la adicién es conmutativa:

a-f-b=b+a
2° la adicion es asociativa:
a+b+to)=(@a+b) +c

3° es posible realizar la sustraccién, es decir, para todo par de
elementos @ y b de £ existe en  un elemento x tal que

ad-x=bh;
4° la multiplicacién es asociativa:
o (Ba) = (2B) a;
5° la multiplicacién es distributiva respecto a la adicién en Q:
a{a-b) =aa+t ab;

6° la multiplicacion es distributiva respecto a la adicion de
nGmeros:

{(x4+B)a=oa+Pa.
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Si el anillo K esta provisto del elemento unidad 1, suele exi-
girse que se cumpla ademais la condicién

7 lla==a (@a€).

En este caso el mdédulo se llama unitario. Un médulo unitario sobre
un cuerpo K se llama espacio lineal o vectorial sobre K. Los ele-
mentos de los médulos y de los espacios vectoriales se llaman vec-
{ores vy en lo que sigue se represenian con letras lalinas mindscu-
las a, b, x, y, ... Los espacios lineales y los con{'untos de vecto-
res se representardn con letras goticas maytsculas 2, B, £, M, ...

En la definicibn dada mas arriba los vectores se muitiplican
a la izquierda por los elementos del anillo K. Por esta razén,
los moédulos y espacios definidos méas arriba se llaman tam-
bién moddulos a la izquierda y espacios a la izquierda sobre K.
Si se exige que estén definidos los productos a la derecha de los
elemenios de £ por los elementos de K y si se modifican de
modo correspondiente los axiomas de 4° a 7°, se obtendrd una es-
tructura que se llama médulo a la derecha y, respectivamente,
espacio lineal a la derecha. Esta claro que las propiedades de los
espacios a la izquierda y a la derecha son las mismas; tiene impor-
tancia distinguir la multiplicacién a la izquierda y a la derecha sélo
cuando estén definidas simultaneamente. En lo que sigue los espa-
cios a la izquierda sobre K se llaman simplemente espacios sobre K.

Un espacio lineal sobre el cuerpo de los nimeros complejos se
llama espacio lineal complejo y un espacio lineal sobre el cuerpo
de los nimeros reales se llama espacio lineal real. Los ejemnplos
principales de modulos y de espacios lineales se dardn mas tarde,
mientras que ahora consideraremos los corolarios mas simples que
se desprenden inmediatamente de los axiomas de 1° a 7°.

Ante todo, la condicién a) y los axiomas 2° y 3° muesiran que
todo modulo es un grupo respecto a la operacién de adicién de
vectores y, ademdis, segiin el axioma 1° este grupo debe ser con-
mutativo. Por consiguiente, igual que en cualquier grupo conmuta-
tivo, ia suma de un niimero finito de vectores no depende ni del
orden de los sumandos de esta suma ni de la forma en la que
estdn dispuestos los paréntesis. Por ejemplo,

(@) -+ (c+d) = c + (@ (d+b)).

Ademés, entre los vectores de un modulo arbitrario existe, al
igual que en todo grupo aditivo, un fnico vector —designémoslo
mediante o—que posee la propiedad de que

xt+o=0+x=x
cualquiera que sea el vector x del mddulo considerado. El vector

o se llama vecfor nulo o simplemente cero del médulo. Ademds,
para todo vector @ del médulo £ existe en el Gltimo un vector y,
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y solo uno, que satisface la ecuacion
a4-y=o.

Este vector y se indica por —a y se llama opuesto de a.

De los axiomas 1°, 2° y 3° se desprende que —o=0 y que

para cualesquiera @ y b
—(—a)=a y —(@+by=(—a)+(—1b).

En las expresiones de tipo (~—a)- b+ (—c) suelen omitirse los
paréntesis escribiendo —a-+b—c. La operacién binaria —, defi-
nida mediante la férmula

x—y=x+(—y)

se |lama operacién de sustraccion de vectores. El hecho de que un
mismo simbolo indica dos operaciones diferentes (la del paso al
vector opuesto y la operacion binaria de sustraccion) no originard
en lo sucesivo ningiin inconveniente. ’

Hasta el momento hemos considerado sdlo aquellas propiedades
de los modulos que los caracterizan por ser ellos grupos conmuta-
tivos respecto a la adicién, es decir, aquellas propiedades que se
desprenden de los axiomas 1°, 2° y 3°. Teniendo en cuenta los
axiomas de 4° a 7°, obtenemos ficilmente las identidades

0-a=o,
ma=a-+a+...+a
(m sumandos; m es un niimero entero positivo),
(—a)-a=— (aa)
@-0=0.
En efecto, la primera es consecuencia de que
a=(140a=1-a4+0.a=a+0a
la segunda se dermuestra de modo siguiente:

ma=(l4...+1)a=l-a+4...+1l.a=a+t...+a
Luego, puesto que
v+ {(—a)a=(a—a)a=o,

se tiene (—a)a=— (za). Finalmente, la cuarta igualdad es conse-
cuencia de que
a-0+aa=a(0+a)=aa.

Observemos también que, siendo K un cuerpo, de aa=o0 se deduce
que o bien a=0 o bien a=eo. En efecto, si @50, multiplicando
la relacién wa=o0 por «~! obtenemos a=o.
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Las expresiones de {ipo
e A
se llaman combinaciones lineales de los vectores a,, @,, ..., a,. De
nuestras consideraciones se desprende que las combinaciones linea-
les pueden ser sumadas, restadas y multiplicadas por niimeros y
que en ellas se pueden reducir los términos semejantes siguiendo
las reglas habituales.

El ejemplo mas conocido de un espacio lineal es el conjunto de
los segmentos orientados que parten de un punto fijo O de nuestro
espacio habitual. Multiplicar un segmento por un nimero real po-
sitivo « signiflica aumentar su longitud « veces sin alterar su di-
reccion. Si o es negativo, la multiplicacién de un segmento por «
significa que su longitud aumenta |a| veces y que su direccion
cambia por la contraria. Andlogamente, sumar dos segmentos sig-
nifica tomar la diagonal del paralelogramo construido a partir de
eslos segmenfos. El vector nulo sera el segmento, cuyo origen y
extremo coinciden con el punto O. Puesto que la operacion de
multiplicacidon de un segmento por un nimero estd definida sélo
para los nameros reales, el campo principal K es en este caso el
cuerpo de todos los nimeros reales y el espacio de segmentos orien-
tados es un espacio lineal real. Lo llamaremos siempre espacio de
vectores-segmentos corrientes y lo indicaremos por R.

Un ejemplo mas general de espacios lineales, y ademas basico
para toda la teoria de los mismos, es el espacio de filas. Conside-
remos el conjunto de todas las sucesiones de tipo [a,, &,, ..., &,],
donde o, ..., @, son nameros de un cuerpo K y n es un nimero
entero dado. También 1lamaremos estas sucesiones filas, consideran-
dolas como matrices compuestas de una fila. Dos filas se llaman
iguales si son iguales sus elementos respectivos, Las operaciones de
adicion de fitas y de multiplicacion de {ilas por un numero se de-
finen mediante las [érmulas matriciales correspondientes:

B[O’.], taey a"]!:[ﬁa,, ey ﬁ“n]n
(o) Cop .oy an]'!‘[ﬂll IBM reey ﬂn]=
=[c‘|+ﬂ1l an+ﬁm ey au+ﬁn]‘

Estd claro que en este caso los axiomas de 1° a 7° se cumplen y
que el conjunto de todas las filas de longitud n formadas por
elementos de un cuerpo K es un espacio lineal sobre K. Siendo K
un anillo cualquiera, obtenemos un ejemplo de un mddulo sobre K.
En lugar de filas se pueden considerar matrices de un nimero
cualquiera, pero fijo, de filas y de columnas con elementos de un
anillo K. De acuerdo con las reglas del cilculo de matrices, cual-
uier matriz de este tipo puede ser multiplicada por un nimero de
?{ y cualesquiera dos pueden ser sumadas, obteniéndose ambas ve-
ces una matriz del mismo tipo. Es obvio que los axiomas de 1° a
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7° también se cumplen aqui y, por consiguiente, las matrices dem
filas y de n columnas constituyen, respecto a las operaciones de
adicién y de multiplicacién por nimero, un moédulo sobre K o un
espacio lineal, si K es un cuerpo.

Consideremos un ejemplo mas. Sea N un conjunte arbifrario de
cualesquiera elementos y sea K un anillo. Supongamos que tene-
mos a nuestra disposicion una ley que pone en correspondencia a
cada elemento m de 9 un mimero determinado de K. Toda ley de
esta indole se llama funcién definida sobre el conjunto 9 y con
valores en K. Si la funcién se indica con una letra cualquiera f,
mediante f(m) suele indicarse el niimero que corresponde al ele-
mento m. El nimero f(m) se 1lama valor de la funcién f sobre el
elemenio m. Dos funciones f y g que satisfacen la igualdad f(m)=
= g (m) cualquiera que sea m de M, se llaman iguales. Para las
funciones definidas sobre 9 se pueden iniroducir de modo habi-
tual Jas operaciones de mulliplicacién por namero, de adicion y de
multiplicacién de funciones. Por ejemplo, dados un numero @ y
una funcién [ y poniendo en correspondencia a cada elemento m
de M el nomero af (m), obienemos una funeidn nueva que se llama
producto del nimero e« por la funcién f. Andlogamente se definen
la suma y el producto de dos funciones. Si consideramos solo las
dos primeras de estas operaciones —la multiplicacion por nirero
y la adicién— es facil ver que se cumplen los axiomas de un mo-
dulo. Por consiguiente, el conjunto de todas las funciones, defini-
das sobre un conjunto dado ™ y con valores en un anillo K,
constituye an médulo sobre K. Siendo el anillo inicial un cuerpo,
obtenemos, al igual que anteriorriente, un ejemplo de espacio vec-
torial..

En el caso en que M consta de un namero finito de elemen-
tos, se puede introducir una notacién comoda para las funciones
definidas sobre 9. Sean m,, m,, ..., m, los elementos del con-
junto M. Indiquemos mediante [m;] la funcidn que es igual a 1, sob-
re m, e igual a 0 sobre todos los demas elementos de M (i=1, ...,

.., 5). En estas coadiciones el producto a‘m!] serd la funcion
igual a o sobre m, e igual a 0 sobre todos los demas elementos
de Wt y la expresion

oy [my] oy (M) + .o o (] M
sera, obviamente, la funcién que es igual a o, sobre m,, a o, so-
bre m,, ..., a e, sobre m, Por consiguiente, toda funcién defini-

da sobre M puede ser representada en la forma (1) y esta repre-
sentacion, como es facil ver, es finica. Si no existe el peligro de
confusién, los paréntesis en (1) suelen omitirse y en lugar de (1)
suele escribirse brevemente:

QM = Gyl 4 oo - G
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con la particularidad de que los términos de coeficientes nulos no
se escriben. Por ejemplo, si M se compone de las letras a, b y ¢,
la expresion 2a—c significa la funcién que es igual a 2 sobre a,
a cero sobre b y a —1 sobre c.

4.2. Dependencia lineal. Sea 2 un espacio vectorial sobre un

cuerpo de coeficientes K y sean a,, a,, ..., a, unos vectores de
este espacio. La relacidn de tipo

G, + Gy ... 0 a, =0,

donde «,, ..., o, son nameros de K, se lama relacidn de depen-
dencia lineal entre los vectores a,, ..., a,. Si todos los coeficien-
tes @,, ..., @, son iguales a cero, la relacién se llama trivial.

En el caso contrario, es decir, si al menos uno de los coeficientes
es diferente de cero, la relacién se ilama no irivial. Esta claro que
una relacion trivial existe enire cualesquiera vectores. La respuesta
a la pregunta sobre si existe o no una relacién no trivial, depen-
de de los vectores que se consideran. Por ejemplo, en el espacio de
filas de longitud tres entre los vectores a=[l, 4, 6}, b={[1, —1, 1]
y ¢=[l, 1, 3] existe la siguiente relacion de dependencia lineal

2a+3b~— Gc=o0.

Por otra parte, en esle mismo espacio no existe ninguna relacién
no ftrivial entre los vectores e, =[l, 0, 0], e,=f0. I, 0] y
e,=[0, 0, 1] ya que la relacién

08, - 0,8, - Oty =0

[all gy aslwloa 0' 0]-

significa que

de donde se tiene
Oy =y =0, =0,

Un sistema [inilo de vectores a,, a,, ..., a, de un espacio ltneal
se llama linealmente dependiente, si enire ellos existe una relacién
no frivial.

Si no existe tal relacién, es decir, si de toda relacion de tipo
o0+ a4 ... +a0,=0
se deduce que a,=a,=...=a,=0, e sistema a,, a,,
llama linealmente independiente.
De esta delinicion se deduce inmediatamente que si @ un siste-
ma linealmenie dependiente de vectores a,, a,, ..., a, se agregan

otros vectores by, ..., b, el sistemn ampliado seguird siendo lineal-
mente dependiente. En efecto, si

ciy il 58

Oylly = Cgly 4= oo o +Qpl, =0



74 Cap. 1f. Espacios lineales

es una relacién no trivial entre a,, ..., a,, tendremos que
o+ ... +aa,+0.b,4...4+0.b,=0
sera una relacion no irwlal entre a,, ..., ap, b, by.

En los problemas relacionados con la dependencia lineal el vec-
tor nulo o ocupa una posicién especial debido a que todo sistema
que contenga el vector nulo es linealmente dependiente. Para de-
mostrar esta afirmacién basta observar que la relacién

l.o40-a,4 ... 4+0.a,=0
es una relacién no trivial cualesqmera que sean a,, ..., a,

La definicién que hemos dado de dependencia lineal de un sis-
tema presupone que dicho sistema contiene un nimero finito de
vectores. Sin embargo, resulta necesario, con frecuencia, considerar
también sistemas infinitos. Diremos que un sisiema infinito de vee-
tores es linealmente depend;enre. si resuita linealmente dependiente
alguna parte suya finita. El siguiente ejeraplo muestra que pueden
existir sistemas infinitos linealmente independientes de vectores.
Consideremos el conjunto de todos los polinomios en letra A con
coeficientes de un cuerpo K. Respecto a las operaciones de adicion
y de multiplicacién por nimeros de K, estos polinomios forman,
evidentemente, un espacio lineal. Los polinomios

I e
constituyen un sistema hnealmente independienie en este espacio.
Efectivamente, cualquier parte finita suya
}\Im, A.'"! s Aty
Omy < my <. .. my)
es linealmente independiente, ya que de
A e L A =0
se deduce que a,=¢,=..,.=0,=0. _
Consideremos un espacio lineal arbitrario €. Si un vector a de
este espacio puede ser representado en la [orma

a=oya o,a+ ... toa,

se dice que a se expresa linealmente en términos de a,, a,, ..., a,
0 que a depende linealmente de a,,..., a,.

Si los vectores a,, ..., a, se expresan linealmente en términos
de by, ..., b,y b, ..., b, se expresan linealmente en féminos de
Zg . vs €y los vectores ay, ... a, se expresan linealmente en términos

Cip: e Cgi
lf’ara la demostracién basta en las expresiones lineales de los vectores
a, ..., @, en términos de b, ..., b, sustituir &, ... &, por sus
exp!res:ones en términos de ¢, ..., ¢, y reducir los términos seme-
jantes
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TEOREMA 1. Si un sistema de vectures no nulos Ay, Gy =oey By
considerados en un orden determinado es linealmente dependiente, a
menos uno de estos vecfores puede ser expresado linealmente en tér-
minos de los anferiores. Reciprocamente, si uno de los vectores de
esta sucesion se expresa linealmente en términos de los anferiores, el
sisterna es linealmente dependiente,

Supongamos que entre los vectores a,, a,, ..., a, existe una
relacion no trivial

Gdy + o+ .. a8, =0 (1)

Sea &, el (ltimo coeficiente diferente de cero. Si k=1, la relacién
(1} se convierte en

aq, =0 (&, ==0),

de donde @, =0 a pesar de haber aceplado que el sistema no con-
tiene vectores nulos. Por consiguiente, 1 < 2<{m y la relacién (1)
puede ser representada én la forma

ol o, =0 (o 5=0),
de donde se tiene
- =1
Qp=—% Ialal T O gy

Con esto queda demostrada la primera parte det teorema. La afir-
macion reciproca es evidente.

Sea M un conjunto de vectores de un espacio lineal ¥, Un
sisteme de vectores a,, a,, ... de este conjunto se llama sistema de
generadores de N, si todo vector de M puede ser expresado lineal-
mente en términos de un nimero finito de los vectores a,, a,, ...
Un sistema linealmente independiente de generadores de Wi se llama
base del conjunto M. Por ejemplo, en el espacio de todos los poli-
nomios en A los polinomios

1, A, A%, ..., A% L, (2)

constituyen una base ya que estos polinomios, como hemos visto,
son linealmente independientes y, por otro lado, todo polinomio es
de |a forma

G =+ G h 4 oA 4 L AR

es decir, se expresa linealmente en términos de 1, A, ..., A™.

LEMA  Si un sistema de generadores a,, a,, ... de un conjunto
M contiene un elemento a; que puede ser expresado linealmente en
términos de los demds generadores, entonces suprimiendo a; en el
sistema_de generadores se obtiene de nuevo un sistema de generado-
res de AN,

En efecto, por hipétesis todo vector de 9 es una combinacion
lineal de un ndmero finito de generadores. Sustituyendo en esias
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combinaciones el vector a; por su expresién en {érminos de los
demés generadores obtendremos para cualquier elemento de 0 una
expresion en términos de los generadores diferentes de @, que es lo
que se queria demostrar.

TEOREMA 2. De todo sistema de generadores de un espacio € se
puede extraer una base de este espacio.

Supongamos que 2 tiene un sistema finito de generadores
a,, a, ..., a, Omitiendo en este sistemna todos los vectores que se
expresan linealmente en términos de los anteriores, obtendremos un
sistema de vectores a;,, a4, ... @, que, de acuerdo con el lema,
serd aun un sistema de generadores del espacio 2. Puesto que nin-
gim vector de este ultimo sistema puede ser expresado linealmente
en términos de los anteriores, este sistema es, en virtud del teore-
ma 1, linealmente independiente y, por lo tanio, es una base del.
espacio.

Hemos demostrado el teorema 2 aceptando que el sistema de generadores
contiene un nimero finitoe de elementos. Sin embargo, este teorema es vélide
también en el caso de un sistemsa infinilo de generadores. Para la demostracién
es suficiente disponer los generadores en una sucesitn transfinita a3, @y, ...,

Ay
@y 4y, ... ¥ omitir en ella todos los elementos que se expresan linealmenie en
términos de los anteriores.

Sea a,, @, ... una base del espacio &. Segin la definicion de
una base, todo vector de £ se expresa linealmente en términos de
un nimero finito de vectores basicos. Demostremos que esta repre-
sentacion es unica. En efecto, sea

A=, ~ 4, + ... +aa,

a= ﬁ,01 +ﬁzaz+ west 5;‘1:-
Restando obtenemos

0=(a|_ﬁl)nl+{°5u_s'z)aa+- e +[C£,—ﬁ_,] as.

Como a,, 4, ... son linealmente independientes, se tiene &,—f,=0,
a—P,=0, ..., a,—B, =0, es decir, @, =§,, ..., a,=Bp,, que es
lo que se queria demostrar.

Si un espacio lineal € tiene al menos una base compuesta por
un nomero finite de elementos, se dice que € es de dimensidn finita.
Con maés detalle, 2 se llama de dimensién finita si se puede escoger
en £ un sistema linealmente independiente finito de vectores, tal,
que todos los vectores de 2 se expresan linealmente en términos
de este sistema,

El coricepto de base no se puede aplicar al espacio nulo. Sin
?_mbtargo. aceptaremos que el espacio nulo es también de dimensidn
inita.

TEOREMA 3. T'odas las bases de un espacio lineal no nulo £ de
dimensidn finita constan de un mismo nimero finito de veciores. Este

y sea
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mimero se lama dimension del espacio @. La dimension del espacio
nulo es, por definicidén, el nuamero cero.

Seglin la definicion, en £ existe una base que consta de un
niimero finito de vectores. Sea

Hioalss weorits (31

esta bhase. Demostremos que el nimero de vectores de otra base
cualquiera

R g «
no puede ser mayor que n. En efecto, consideremos el sistema
TN I | UM 138 {5}

Puesto que el sistema (3) es un sistema de generadores de €, es
decir, todo vector de £ se expresa linealmente en términos de los
vectores (3), también el sistema (5) tendra esta propiedad. Sin
embargo, el sistema (5) es linealmente dependiente, ya que su primer
vector x, puede ser expresado linealmente en términos de los res-
tanies. Aplicando a la sucesion (5) el teorema 3, vemos que uno
de los veclores de esta sucesién, digamos a,, debe expresarse lineal-
mente en términos de los anteriores. Omitiendo en (5) el vector a,,
obtendremos una sucesién nueva

Koo AL ey Qe (6)

donde aj, ..., a,., representan aquellos de los veclores a,, ..., a,
que hemos conservado, En virtud del lema, el sistema (6} serd aun
un sistema de geperadores de £. Consideremos ahora la sucesion

x!' xl! a;.; LR Ry ﬂ:l-l‘ ‘7}

Esta sucesion es linealmente dependiente debido a que el vector x,
se expresa linealmente en {érminos de sus elementos restantes. Por
consiguiente, de acuerdo con el teorema I uno de los vectores de
este sisterna debe expresarse linealmente en {érminos de los anferio-
res, Este veclor debe ser sélo uno de los vectores a;, ..., a,_,, ya
que x, y x, son, por hipdtesis, linealmente independientes. Omi-
tiéndolo de la sucesién (7), obtenemos la sucesion

X xlt a;- L a:x—'ar (8'

donde aj, ..., a,2, son aquellos de los vectores aj, ..., a,_, que
hemos conservado. Puesto que la sucesién (7) era un sistema de
generadores de &, también la sucesién (8) sera, en virtud del lema,
un sistema de generadores de ®. Agregando ahora a la sucesion (8)
¢l vector x,, omitiremos de la nueva sucesidén el veclor que se ex-
presa lineaimente en términos de los anteriores, ete. Si el ndmero
de vectores x; fuese mayor que n, al cabo de n pasos obtendriamos
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una sucesion
X W g g Mgy oy (9

que no contendria los vectores a,, ..., @, y que seria un sistema
de generadores de ®, Esto significaria que todos los vectores del
espacio £ podrian ser expresados linealmente en términos de los
vectores (9). En particular, también el vector x,., podria ser ex-
presado linealmente en términos de los vectores (9), lo que estaria
en contradiccion con la independencia lineal de los vectores x,, x,, . ..
Por consiguiente la base (4) no puede contener més vectores que
la base (3), es decir, todas las bases de & constan de un niimero
finito de vectores, Por ofro lado, la base (3) ha sido escogida arbi-
trariamente. Por lo tanto, con nuestro razonamiento queda demos-
trado que el nimero de vectores de una base no puede ser inferior
al nimero de vectores de otra base, es decir, todas las bases de @
fienen un mismo nmero de vectores.

TEOREMA 4. Cualquiera que sea un sistema linealmente indepen-
dienfe ay, ..., a, de vectores de un espacio & de dimensién finita, se

puede encontrar en & unos vectores @,.,, . .., a, tales, que el sistema
@y, ooy Qg Qyy, -+, @, Sea una base de L.
DEMOSTRACION. Escojamos en £ una base cualquiera x,, x,, ...,
x, y consideremos la sucesién
Gy Ogu vevy Gy Xpy Xgy o ovy Xpe (10}

Omitamos ahora en esta sucesion todos aquellos vectores que se ex-
presan linealmente en términos de los anteriores. Puesto que a,,
@, ... @, son linealmente independientes, no sera omitido ninguno
de ellos y el sistema que resutte serd de la forma

By vovn By Xy evnyHigs (1

Debido al teorema 1 este sistema es linealmenie independiente, Por
otra parte, todos los vectores del .espacio £ podian ser expresados
linealmente en términos del sisterna (10). En virtud del lema, ia
misma propiedad la debe tener también el sistema (11). Por con-
siguiente, el sistema (11) es una base del espacio R y xi,, x,, ..., x4,
son los vectores que queriamos encontrar.

El teorema 4 puede ser enunciado también en esta forma: fodo
sistema linealmente independiente de vectores del espacio ® o bien es
una base o bien forma parte de una base de 2.

Supongamos que £ es de dimensién n. Entonces, foda base del
espacio £ contiene n vectores y, por consiguiente, el nimero de
vectores en cualquier sistema linealmente independiente de 2 es
o menor de n o igual a n, En el {ltimo caso el 'istema debe ser
una base de € En particular, el niimero méximo de¢ vectores lineal-
mente independientes de £ es igual a n, es deci, es igual a lu
dimension de £.



§ 4. Dimension 79

Hemos obtenido el feorema siguiente.

TEOREMA 5. Todo sistema de n-1 veclores de un espacio lineal 2
de n dimensiones es linealmente dependiente. Cualesquiera n veciores
linealmente independientes de este espacio constituyen wuna base del
mismo. El niimero mdximo de vectores linealmente independientes del
espacio ¢ es igual a la dimension de este espacio.

Para concluir, observemos que los tecremas 3 y 4, que hemos
enunciado para el caso de espacios de dimension linita, tienen lugar
también en los espacios de dimension inii-
nita. Solamente en lugar del nimero de
vectores de una base habra que considerar la
potencia del conjunto de los vectores que
la componen y, respectivamente, la dimen-
sion de un espacio deberd entenderse como
la polencia del conjunto de vectores que
forman una base cualquiera de este espa-
cio. En cuanto al teorema 5, solamente la

9

oltima de sus afirmaciones puede ser exten- a,
dida directamente al caso de dimension :
infinita. En este libro estudiaremos las Fig. L.

Fropiedade_s de los espacios de dimension

inita. Por esto, en lo sucesivo un espacio lincal se comprenderd,
siempre que no se diga o confrario, como un espacio lineal de di-
mension finita.

Determinemos la dimension de los espacios considerados en el
p.4.1. Sea It el espacio habitual de segmentos orientados que parten
de un punto 0. Como de costumbre, diremos que estos segmentos
son vectores. Demostremos que cualesquiera tres vectores a,, a, y a,
del espacio M, que parten del punto O y que no pertenecen a un
mismo plano, constifuyen una buse de N. En efecto, los vectores
a4, a, ¥ a, son linealmente independientes, ya que de lo contrario
uno de eltos, digamos a,, deberia expresarse linealmente en térmi-
nos de los otros dos. Sin embargo, la relacién a,=a,a, - a,a, sig-
nifica que a, es la diagonal del paralelogramo consteuido a partir
de los vectores o,a, y o,a,. Puesio que a,a, y o.a, se hallan en el
plano a,0a,, también a, tendria que pertenecer al mismo plano, lo
que estaria en contradiccion con la hipétesis. Por otra parte, todo

vector OA del espacio M puede ser expresado linealmente en térmi-
nos de a,, a, y a, (fig. 1

OA=0P,+ PP, +P,A=a,a, - a,a, + aa,,

donde e, es la relacién entre la longitud del segmento P,_,P, (P, =0,
P,=A) y la longitud de a; tomado con el signo adecuado. Por
consiguiente, a,, a, y a, es una base del espacio Y y I es de
dimension tres.



80 Cap. 1l. Espacios lineales

Analogamente se demuestra que el conjunio de vectores, que
parten de un punto O y que pertenecen a un plano que pasa por O,
es un espacio lineal de dos dimensiones y que el conjunto de vecto-
res, que parten de O y que pertenecen a una recta que pasa por O,
es un espacio de una dimension.

Consideremos el espacio de filas de longitud n formadas por
elementos de un cuerpo K. Sea

e =110, «ous 00
e'n:[ol ], il 'tolr

e,=10,0, ....1].
Multiplicando sucesivamente estas filas por nimeros arbitrarios
o, %, ..., o, y sumando, obienemos

(PR SE I  SPE ME [ . S N B

Es decir, una fila arbitraria [e,, ..., &,] se expresa linealmente en
términos de e, ..., e, Sin embargo, el sistema e, ..., e, es line-
almente independienie, debido a que la relacién
alei_"' aﬂe!+ e +(Z"8,,=O
implica
ey, €gy - ven @] =[0,0,...,0],

de donde se liene a,=a,=...=a,=0. Por ello, e, ¢, ..., ¢, es
una base del espacio considerado y, por consiguiente, su dimensidn
es .

Finalmente, sea ¢ el espacio de funciones definidas sobre un con-
junto finito M y con valores en un cuerpo K. Sean m,, m,, ..., m,
os elementos de M. Segln el p. 4.1, toda funcidn f de & puede ser
representada en la forma

f=o [m:] o, [my] 4. o [m.r].

donde [n1;] es la funcidn igual a 1 sobre m, e igual a 0 sobre los
demas elementos del conjunto M. Es decir, [ se expresa linealmente
en términos de [m,], ..., [m,]. Por otro lado, la igualdad

o, [m]+ e, (] 4. Fadm] =0

significa que todos los valores de la funcion que figura en el pri-
mer miembro son iguales a cero y, por consiguiente, oy =... =0 =0,
Vemos de esta forma que [m,], ..., [m,] es una base del espacio ¥
y que su dimensién es igual a s.

Hemos considerado espacios lineales es decir, modulos (unitarios)
sobre un cuerpo K. Ejemplos muy sencillos permiten ver que para
los modulos sobre anillus arbiirarios, e incluso sobre anillos conmu-
tativos arbitrarios, los feoremas 1 y 2 dejan de terfer lugar. Sea,
en particular, K el anillo de los nfimeros enteros corrientes y sea £
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el conjunto de estos mismos nimeros enteros en el que la operacién
de adicion esta definida del modo corriente y la operacién de multi-
plicacion de antimeros» de K por «vectores» de € estd definida como
la multiplicacion habitual de nimeros enteros. Convendremos en
indicar los nimeros enteros que representan los vectores de 2 con
cifras gruesas, mientras que los nimeros de K se indicarin con cifras
corrienles. Puesto que para cualquier vector 1 es valida la {6rmula

m=m-1,
nuestro médulo numérico £ resulta ser generado por el vector {.
Los vectores 2 y 3 son linealmente dependientes, ya que

2.34-(—3)-2=0.

Sin embargo, para cualquier o € K se tiene «-3£2 y @-25£3, es
decir, en £ ninguno de ios vectores 2 y 3 se expresa linealmente en
términos del otro. Las propiedades de los mddulos sobre anillos
arbitrarios son estudiadas sistematicamente en la teoria de los mé-
dulos, estrechamente ligada a la teoria de los niimeros. Para nosotros,
en cambio, tendran interés solamente las propiedades de los espacios
vectoriales y tocaremos la teoria de los médulos sobre anillos sélo
cuando esto sea necesario para la teoria de los espacios vectoriales.

4.3. Isomorfismo. El concepto de espacio lineal tiene dos facetas
esencialmente diferentes. En primer lugar, un espacio lineal es un
conjunto de ciertas entes que se denominan vectores y, en segundo
lugar, en un espacio lineal actlian las operaciones de adicidén y de
multiplicacién por niimero. Por esto, o bien podemos limitarnos a
estudiar qué es lo que representan los vecfores y cudles son la na-
turaleza y las propiedades de los mismos, o bien podemos tomar
otro punto de vista y estudiar las propiedades de las operaciones
indicadas independientemente de la naturaleza de los elementos con
los cuales se efectiian estas operaciones. En lo sucesivo nos intere-
sarn solamente las propiedades del segundo género. Por ello, dos
espacios de la misma estructura respecto a las operaciones de adicién
y de multiplicacién por nimero se considerara que tienen las mismas
propiedades o que son isomorfos. Con mds precisién el concepto de
isomorfismo puede enunciarse del modo siguiente:

Dos espacios lineales sobre un mismo cuerpo de coeficientes se llaman
isomorfos, si se puede establecer una correspondencia biyectiva entre
sus elementos, tal que a la suma de veclores del primer espacio co-
rresponda la suma de los vectores correspondientes del segundo espacio
y al producto de un ndmero por un vector del primer espacio co-
rresponda el producto de este mismo nitmero por el vector correspon-
diente del segundo espacio.

Toda correspondencia biyectiva que posee las propiedades indi-
cadas se llama isomorfa o isomorfismo. Consideremos las propiedades
elementales de los isomorfismos.

6—1843
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En una correspondencia isomorfa el vector nulo corresponde al
vector nulo. En efecfo, supongamos que en una aplicaciéon isomoria
de un espacio lineal £ sobre otro espacio lineal ng el vector a de £
corresponde al vector a, de &,. Entonces, segiin la definicién de
un isomorfismo, el producto 0-a debe corresponder al producto 0-4,,
es decir, el vector nulo del primer espacio debe transformarse en el
vector nulo del segundo espacio.

En una aplicacion isomorfa un sistema de generadores del primer
espacio se transforma en un sistema de generadores del segundo espacio.

Efectivamente, sean q,, a, ..., a, unos generadores del primer
espacio y sean b, b,, ..., b, los vectores que les corresponden en
el segundo espacio. Tomemos en el segundo espacio un vector ar-
bitrario & y consideremos el vector @ del primer espacio que le cor-
;esponde. Por hipédtesis, el vector a puede ser representado en la
orma

a=oa, +oa,+ ...+ o,a,.

Segﬂn la definicién de una apticacién isomorfa, 1a suma e,a,4-. . . +a.a,
debe transformarse en la suma b, + . .. +a,b, y, por consiguiente,
el vector & debe coincidir con la suma eb,+ ... -+eb;, es decir,
los vectores 4,, ..., b, constituyen un sistema de generadores del
segundo espacio.

En un isomorfismo los vectores linealmente independientes se {rans-
forman en vectores linealmente independientes.

En efecto, supongamos que los vectores linealmente independien-
tes a, a,, ..., a, del primer espacio se transforman en los vectores
by, by, ..., b, del segundo espacio. Supongamos que entre los Gltimos
existe una relacién de tipo :

ﬁlbl ot ﬁsbv'l' R ﬁnbm=01'

Segiin la definicién de un isomorfismo, al primer miembro de
esia igualdad corresponde en el primer espacio el vector f,a, + B.a,+
... +PBaa, y al vector nulo o, corresponde en el primer espacio
el vector nulo o. Por consiguiente,

E‘la|+ﬁsag+-- . +ﬁmam=o'

Puesto que los vectores a,, ..., a, son linealmente independientes
se tiene
B|=Bn= e =ﬁm=0.
es decir, los vectores b,, ..., b, son linealmente independientes.

De las dos propiedades altimas se deduce directamente que en
un isomorfismo una base de un espacio lineal se transforma de nuevo
en una base de un espacio lineal y, por consiguiente, los espacivs
lineales isomorfos tienen la misma dimension.
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La afirmacion reciproca es también valida: st dos espacios lineales
subre un mismo cuerpo de coeficientes tienen la misma dimension, son
isomorfos.

Para la demostraciéon tomermos una base cualquiera en cada uno
de los espacios dados, por ejemplo, a,, @,, ..., 4, ¥ b, by, ..., b,
Diremos que los vectores

a=oa +oa,+ ... +o,a,

b=ﬂ|b1+ﬁtbs+ "0y +Bnbﬂ

son correspondientes, si a,=f,, ..., a,=p,. Puesto que todo vector
de un espacio se expresa linealmente en términos de una base de
un modo Gnico, nuestra correspondencia es biyectiva. Sean ahora

a=ctlal+m,a,+ s,
Y
b=ab +ab 4+ ... Fa,b,

dos vectores correspondientes. Entonces se tiene

a8 = aa,d, -+ oot,a, + . .. <+ o,a,
y

ab = qo,b, +axb,+ ... +acb,.
Puesto que en estas descomposiciones coinciden los coeficientes res-
pectivos, los vectores ma y ab serdn correspondientes, es decir, en
nuestra correspondencia el producto de un nimero por un vector se
fransforma en el producto del mismo namero por el vecfor corres-
pondiente. Analogamente se demuestra que la suma de vectores se
transforma en la suma de vectores correspondientes. Por esto, la
correspondencia construida es un isomorfismo, que es lo que se queria
demostrar.

Las propiedades de las correspondencias isomorfas que hemos
enunciado muestran que fijado el cuerpo principal K todo espacio
lineal queda determinado, salvo un isomoriismo, por su dimensién.
Por esta razon, los espacios de filas de longitud n con elemenios
de un cuerpo K, donde n=1, 2, ..., agotan, salvo isomorfismos,
todos los espacios de dimensién finita sobre K. En particular, el
espacio habitual de segmentos orientados es isomorfo al espacio de
filas de longitud fres sobre el cuerpo de los nimeros reales, el es-
pacio de funciones definidas sobre un conjunto M, compuesto por s
elementos, y con valores en un cuerpo K es isomorfo al espacio de
filas de longitud s con elementos de K, efc.

Para concluir hagamos una observacion més. En el Algebra general desem-
pefian un papel principal el concepto de &lgebra de signatura dada y el concepto
de isomorfismo de ilgebras de signatura determinada, En la delinicig'l que hemos

ne*
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dado del concepto de mdédulo no se ha indicado, desde el punto de vista formal,
la signatura de! mddulo, es decir, no se han sehalado las operacioues gque sc
consideran como principales y respecto a las cuales se define el conceplo de
isomorfismo. Definiendo }al igual que para los espacios lineales) el concepto de
isomorfisme de mddulos, fijamos con ello el conjunto de las operaciones princi-
pales, aunque de un modo implicito. Indicando esias operaciones explicitamente,
ohtenemos la siguicnte definicion de mddulo unitario que sdlo en la forma dificre
de la definicion del p. 4.1.

Se Hlama médule wunitario sobre un anillo K con el elemento unidad § un
Algebra cuya signatura se compone del simbolo + de una operacién binaria y
de los simbolos — y F, (€K} de operaciones de una posicién siempre que en
este dlgebra se cumplan las identidades

My xty=y+x

Myt x+(y+2)==(x+y)+z
Mg x4+ (y+ (=) =x:

My Fo(Fg(a))=Fg3a);

My Fola+b)=F, (@)+F, (b
Mg Fougla)="F, (@) +F;(a);
My Fyla)y=a.

Por consiguiente, la multiplicacion de los elementos del conjunto principal
{de los vectores) por cualquier elemento fijo @ €K se considera agui como una
operacién principal independiente. Si el anillo principal K es infinito, la signa-
tura del médula es también infinita. Cambiando el anillo K, cambiamos también
la signatura de la clase de mddulos. .

Existe, en general, otra forma de incluir la teoria de mddulos en la teorin
general de dlgebras. Para ello los médulos se consideran como algebras compues-
tas de dos conjuntos principales: el conjunto de los nimeros y el conjunte de
los vectores. La signatura consta ahora de las oEeraciones de adicidn de nimeros,
de pasc al nimero opuesto, de adicidn de vectores, de paso al vector opuesto,
de multiplicacién de un nimero por un vector y de la operacién 0-aria que des-
peja la unidad 1 (en tolal seis operaciones). Las identidades principales son en
este caso las identidades que definen un anillo, las identidades que definen un
grupo conmutativo y las identidades de 4° a 7° del p. 4.1,

Este nuevo concepto de médulo es diferente del anterior. Todos los médulos
tienen, en el sentido nuevo, una misma signatura {las seis operaciones indicadas)
y por esto resulta posible preguntar si son o no isomorfos unos médulos defini-
dos sobre distintos anillos. Estos isomorfismos nuevos suelen llamarse, en dife-
rencia de los definidos anteriormente, gntiisomorfismos. En este orden de ideas
se definen también los anfiautomorfismos y Yos antiendomorfismos y oiros con-
ceptos anélogos.

Ejemplos y problemas

I. Demuéstrese que la dimensién del espacio de todos los pelinomios en una
varlable de grado no mayor que n es igual a n4-1.

2. Los polinomios homogéneos en dos variables de grado n constituyen un
espacio lineal de dimension n--1.

3. (Cudl es la dimensidn de! espacio de los polinomios homogénegs en &
variables de grado n?

4, Las matrices de m filas y de n columnas formadas por elementos de un
cuerpo dado K constifuyen un espacio lineal respecto a las operaciones usuales
matriciales de adicién y de multiplicacion por namero. Demuéstrese que las
mairices en fas que un elemento es igual a la unidad y todos los demés ele-
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mentos son iguales a cero, constituyen una base de este espacio y que, por
consi";gu[ente, la dimensién de este espacio es igual a mn. )

. Las matrices simétricas, asi como las matrices antisimétricas, de orden n
formadas por elementos de un cuerpo K constituyen unos espacios lineales sobre X.

Demuéstrese que las dimensiones de estos espacios son iguales a _ﬂf_ﬂztl_)

ﬂ%ll) . respectivamente,

§ 5. Coordenadas

5.1. Coordenadas de un vector. En el paragrafo anterior hemos

considerado las propiedades generales elernentales de los espacios
lineales. Sin embargo, en las aplicaciones, ademds de conocer las
propiedades generales, es importante saber definir los vectores en
términos de niameros y poder reducir las operaciones vectoriales a
operaciones con nameros. Este problema se resuelve introduciendo
las coordenadas de un espacio vectorial.

Toda base de un espacio lineal £, cuyos vectores se toman en
un orden determinado, se llamard base de coordenados o sistema de
coordenadas de ¢, Par consiguiente, si

o S n

ya

es un sistema de coordenadas de £, estos mismos vectores, pero to-
mados en otro orden, representaran otro sistema de coordenadas de
€, Hemos visto que todo vector a de & puede ser representado uni-
vocamente en la forma siguiente:

aa(xlal'i'&}a:‘t'"' +o.a,. (2}

Los nimeros a,, ..., e, se llaman coordenadas del vector a en el
sistema de coordenadas (1). La fila ([ial, o, ---, @,] compuesta por
las coordenadas del vector @, fomadas en un orden adecuado, se
llama fila de coordenadas y se indica por [a]. Por consiguiente, una
vez escogido en el espacio un sistema de coordenadas determinado,
a todo vector corre_sé)onde una fila de coordenadas y, viceversa, para
toda fila de longitud n se obtiene con la férmula (2) un vector de-
terminado a4, para el cual esta fila es su fila de coordenadas.

Supongamos que [e,, ..., &} ¥y B ..., B.] son las filas de
coordenadas de los vectores @ y b, es decir,

a=o,a,+ca,+ ... +a.a,
y

b = ﬂlal 'F‘ ﬁ:ac + res + Bnau'
Es evidente que

aa=(aw,) a, -+ (@a,} a,+ . .. +{aa,)a,
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a+b=(al+ﬁl)at+(o&,+ﬁ,)a,+ e +(qu+ﬂn)an'

Empleando las reglas de operaciones con filas, estas igualdades pue-
den ser representadas en la forma

[¢a] = [a} y [a+b] = [a] +[b].
Pur consiguiente, la fila de coordenadas de una suma de vectores es
igual a la suma de las filas de coordenadas de los sumandos y la fila
de coordenadas del producio de un ndmero por un vector es igual al
producto de esie niimero por la fila de coordenadas del vector.

Este resultado puede ser interpretado de la forma siguiente.
Sea £ un espacio lineal de dimensién n sobre un cuerpo K. Sea ¥,
el espacio de filas de longitud »n formadas por elementos de K.
Tomemos en £ un sistema de coordenadas determinado y pongamos
en correspondencia a todo vector de £ su fila de coordenadas. Nuestro
resuliado significa que esta correspondencia es un isomorfismo entre
Q y &, En particular, de aqui se desprende que los vectores line-
almente independienies tienen filas de coordenadas linealmente inde-
pendienies y que toda relacion de dependencia lineal entre los vectores
dados tiene lugar también para las filas de coordenadas de los mismos.

En un mismo espacio © existen diferentes sistemas de coorde-
nades. Por esto surge la pregunta: geémo varian las coordenadas de
un vector al cambiar un sistema de coordenadas por otro? Para re-
solver este problema, tomemos en € dos sistemas de coordenadas
a,, 4, -.., 4, ¥ @y, a,, ...,a; cualesquiera. Puesto que los vectores
a,. ..., a, constituyen una base de £, los vectores a; ..., a; deben
expresarse lineatmente en términos de a,, ..., a,. Sean

a; _1|'Ial + tlﬂa9+ s +tlnafl:
Ay =Ty, + 1508, + . . 41,0,

a:' — Tnlal + 1"'107 + oo olier _+_ t"?laﬂ'

estas expresiones. La matriz

Toy Tig =-+ T

g I PO S

T =

Tur Taz v v v Tun

se llama mafriz del cambio del sistema de coordenadas a,, ..., a,
por el sistema de coordenadas ai,..., a;. Tomemos un vector a
cualquiera y sean [a,, ..., @,] ¥ [&], ..., @] sus filas de coor-
denadas en los sistemas antiguo y nuevo de coordenadas. Es decir,
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tenemos 4=, + o+ ... +o,a,
v
a=coa; +aidy + ... +oa,.

Tomando en la segunda de estas igualdades en lugar de los vectores
aj, ..., a, sus expresiones en términos de a,, ..., a,, obtenemos

a= (0'.,:1“-1--!1;‘!“-‘— ik +a;!1n].}a1+ {CL,'T“—}- L +“;ﬂn|) Gyt .-y

es decir
@y = 0Ty 0Ty 4 .o BTy,

Oy = O Tyt Tan o o . =0Ty

Estas igualdades son precisamente las férmulas de fransformacién
de coordenadas que buscdbamos. Observando que la expresidn para o

O =0T+ Ty oot - o ATy

representa el producto de la fila de coordenadas {[aj, ..., ;] por
la {-ésima columna de la matriz 7, vemos que todo el sisterna de
las férmulas de transformacion de coordenadas puede ser represen-
tado brevemente en la forma matricial:

(s <o ) =i, .., ] T

Hemos obtenido la siguiente regla:

REGLA DE TRANSFORMACION DE COORDENADAS La fila de coordena-
das antigua de un veclor es igual a la nueva multiplicada por la
matriz del cambio.

Demostremos el siguiente lema que en muchas ocasiones resulta
atil.

LEMA. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n formadas
por elementos de un cuerpo K. Si para cualguier fila [§,, ..., E,]
de elementos de K resulta

By --0n B]A=[B), ..., Ei] B, (3
se tiene A=8, | ! i ]

En efecto, sean a«; los elementos de la matriz A y sean By
los elementos de la matriz B({, j=1, ..., n); entonces cualquiera

que sea { para ;=1 y §,=0 ({ 5= j) de la igualdad (3) resulta que
=P (i, k={, ..» 1), que es lo que se queria demostrar.
nsideremos ahora en un espacio lineal € de n dimensiones
dos sistemas de coordenadas a,, ..., a, y @], .... .. Podemos
expresar o bien a;, ..., a, en términos de a,. ..., a, :

a; =T,4, + e Typly,
............. )

An="T a4 ... 4 Ty, 00
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o bien, al contrario, a,, ..., g, en términos de aj, ..., a.:

La matriz T, formada por los coeficientes 7,;, es la matriz del

cambio del sistema a,, ..., a, por el sistema af, ..., a v ola
matriz S, formada por los coeficientes o,,, es la malriz del cambio
reciproco del sistema aj, ..., a; por el sistema a,, ..., a, Sea
[x] la fila de coordenadas de un vector cualquiera x en el sistema
de coordenadas a,, ..., a, y sea [x], la fila de coordenadas det
vector x en el sistema a;, ..., a;. Considerando que q,, ..., a,es
e] sistema antiguo y aplicando fa regla de transformacion de coor-
denadas, obienemos

[x]=1{x],T. (5)
Al contrario, considerando que el sistema antiguo es af, ..., aj,

tendremos
[x],=[x] S.

Tomando aqui en lugar de {x] su expresién (5), obtenemos
[x),=[x], TS

[x] = [x] ST.

Aqui el vector x y, por consiguiente, sus filas de coordenadas {x],
y [x] son arbitrarias. En virtud del lema, obtenemos enionces

E=TS=ST y S=T-.

y de forma analoga

Es decir, la matriz de la transformacion de coordenadas siempre
posee la inversa que es la matriz de la transformacién reciproca
de coordenadas.

Nuestros razonamientos permiten aclarar un detalle relacionado
con las matrices inversas que hemos dejado sin consideracién en el
p. 2.3. Segiin el p. 2.3, una matriz cuadrada S se llama inversa de
la matriz T, si se cumplen dos igualdades:

ST=E y TS=E.

Si S satisface sélo la primera o sélo Ja segunda de estas igualda-
des, se dice que es inversa a la izquierda y, respectivamente, inversa
a la derecha.

TEOREMA Si una matriz cuadroda T formada por elementos de
un cuerpo K posee la malriz inversa a la izquierda o a la derecha S,
la mairiz S es simplemente la inversa de T,

Tomemos un espacio € de n dimensiones cen una base cualquiera
@y ..., 8, Calculemos segiin las férmulas (4) los vectores a}, ..., aj.
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Demeostremos que son tinealmente independjentes. Sea
_ Aai+ ..o han=o.
Es obvie que esta relacién equivale a la condicién matricial
[Rys 3 55 Mg - T, ®)

Si T posee la matriz inversa a la derecha S, multiplicando a la
derecha ambos miembros de la igualdad (6) por S y observando
que TS=E, obtenemos [A,, ..., A,]=o0. Por consiguiente, los
vectores aj, ..., a, son linealmente independientes y el sisterna
ay, ..., a, puede ser considerado como un nuevo sistema de coor-
denadas® de @, con la particularidad de que la matriz T sera la
matriz del cambio. La matriz del cambio posee la matriz inversa
T-'. Multiplicando la relacion TS=FE a la izquierda por 7=,
obtenemos S =T"'. Hemos demosirado que una matriz inversa a la
derecha es simplemente la matriz inversa. Analogamenie se demues-
fra que una matriz inversa a la izquierda es también simplemente
la inversa.

De los razonamientos realizados se desprende, en particular, que
toda matriz invertible de orden n es una matriz del cambio de
determinados sistemas de coordenadas.

5.2. Rangos de matrices. Consideremos un espacio linea)l 2 de
dimension finita n sobre un cuerpo K. Tomemos en 2 una base
cualquiera a,, ..., a, a titulo del sistema de coordenadas y supon-

gamos que los vectores x,, ..., x, tienen respectivamente las si-
guientes filas de coordenadas

[xl]=[au: sy Gyl

[xm]‘:[aml’ momamg amn]'
Formemos a partir de estas filas la matriz

T e
A= ...... >
DLy v v g

Sabemos ya que el nimero maximo de vectores linealmente inde-
pendientes en el sistema x,, ..., x, es igual al nimero méximo
de filas linealmente independientes en e] sistema !xl], siey [X%5]
es decir, coincide con el nfimero maximo de filas linealmente
independientes de la matriz A,

El nimero miximo de filas linealmente independientes de una
matriz arbitraria A, formada por elementos de un cuerpo dado K,
se llama rango de la matriz A, o, con méis precisién, rango segiin
las filas. i

De este modo, el nimero miximo de vectores linealmente inde-
pendientes entre los vectores x,, ..., x, es igual al rango de la
matriz formada por las filas de coordenadas de estos vectores.
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Volvamos a considerar una matriz arbitraria A de m filas y de
n columnas. Escojamos en A cualesquiera % filas y & columnas.
Los elementos de la matriz A, que se hallan en los cruces de estas
filas y columnas, tomadas en su orden natural, forman una matriz
cuadrada de orden %, que se llama menor de orden & de la matriz A.
Considerando todos los menores de primero, segundo, etc. drdenes,
de la matriz A, podremos ver que una parte de los mismos seran
matrices invertibles y otra parte, matrices no invertibles. El orden
méximo de los menores invertibles de la matriz A se llama rango
de la misma segun los menores o rango de menores.

Los menores de primer orden son los elementos de la matriz A.
Puesto que la matriz A se toma sobre un cuerpo, el hecho de que
un menor de primer orden no sea invertible significa simplemente
que este menor estd formado por el nimero cero. Luego, una
matriz A no posee menores invertibles si, y sblo si, estd compuesta
de ceros. En este caso se dice que el rango de menores de la ma-
triz A es igual a cero. Observemos que el rango segiin las filas de
ta matriz nula es también igual a cero, va que un sistema de vectores
niulos no posee subsistemas linealmente independientes. Pretendemos
demostrar ahora que el rango segin las filas de una matriz arbi-
traria coincide con su rango de menores. Antes de obtener este resul-
tado, consideremos las matrices cuadradas.

TEOREMA | Para que una matriz cuadrada A= cy;|l,,, formada
por elementos de un cuerpo K, sea invertible es necesario y suficiente
que sus filas sean linealmente independientes.

Sea a; (i=1, ..., n) la i-ésima fila de la matriz. Entonces
toda relacién de dependencia lineal

lla1+---+lndn=o (N
entre las filas de la matriz A puede ser representada en la forma
Ay cons Ay)-A=0. 2

Siendo la matriz A invertible y multiplicando ambos miembros
de la igualdad (2) por A-?, obtenemos [A,, ..., &,]=0 y con esto
queda demostrado que las condiciones del teorema 1 son necesarias.

Reciprocamente, supongamos que las filas a,, ..., a, de la matriz
A son linealmente independientes. Sea £ el espacio vectorial de
todas las filas de longitud n formadas por elementos del cuerpo K.

Las filas
e=[1,0 ...,0]
e=1[0,1, ..., 0],
' &=100,0, ..., 1]
constituyen una base de 2. Por otra parte, el espacio & es de n
dimensiones y, por hipétesis, los vectores a,, ..., a, son lineal-
mente independientes. Luego, los vectores a,, ..., a, forman también
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una base del espacio €. Considerando la base e, ..., e, como el
sistema de coordenadas inicial en £ y la base a,, ..., a, como un
nuevo sistema de coordenadas, vemos que A es la matriz del cambio
del primer sistema de coordenadas por el segundo y que, por con-
siguiente (véase el p. 5.1), la matriz A es invertible.

COROLARIO. El determinante de una matriz cuadrada, formada por
elementos de un cuerpo conmutativo, es igual a cero si, y solo si, las
filas de esta mairiz son linealmente dependientes.

Efectivamente, para matrices cuadradas, formadas por elementos
de un cuerpo conmutativo, la invertibilidad equivale a la regularidad,
es decir, a que el determinante de la matriz sea diferente de cero.

Tomando ahora en consideracién la observacién hecha al prinei-
pio de este punto, vemos que un sistema de n vectores de un espa-
cio vectorial de n dimensiones sobre un cuerpo conmutativo jorma
una base de este espacio si, y sdlo si, es diferente de cero el deter-
minante de la matriz formada por las filas de coordenadas de los
veclores indicados.

El teorema 1 y su corolario tratan de las filas de una matriz.
Sin embargo, estas proposiciones son validas también para las
columnas,. siempre que la expresion «relacion de dependencia lineal
de columnase sea interpretada como una relacién de dependencia
lineal respecto a la multiplicacién a la derecha de las columnas
por los elementos de K. Por ello, siempre que no se diga lo contrario,
la multiplicacién de filas por elementos de K significard la multi.
plicacion a la izquierda de las filas por los elementos, mientras
que la multiplicacién de columnas por elementos de K significara
la multiplicacién a la derecha. Estd claro que este convenio sobra
si K es un cuerpo conmutativo. Para el caso de cuerpos K no con-
mutativos el convenio aceptado es de importancia.

Es fécil comprobar que todos los razonamientos que hemos
empleado para demostrar e) teorema 1 permanecen vélidos si la
palabra «fila» es sustituida en los mismos por la palabra «olumnas,
Asi obtenemos el resultado siguiente.

TEOREMA la Para que una malriz cuadrada, formada por elemen-
fos de un cuerpo, sea invertible es necesario y suficiente que sus
columnas sean linealmente independientes. El deferminante de una
matriz cuadrada, formada por elementos de un cuerpo conmutativo,
es igual a cero si, y sdlo si, las columnas de la matriz son lineal-
mente dependienles,

Es evidente que si se consideran matrices sobre un cuerpo con-
mutativo, el téorema la se obtiene del teorema 1 pasando simple-
mente a la matriz transpuesta.

TEOREMA 2. Sen A=|le,|l.n una matriz cualquiera formada por
elementos de un cuerpo K. Los rangos de la matriz A segin las filas,
las columnas y los nienores no varfan si A e somete a una de las
transformaciones siguientes:
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a) se cambian entre si cualesquiera filas de la mafriz A;

b) se cambian entre si cualesquiera columnas de la matriz A;

c) se suman a los elementos de una de las filas de la mafriz A
los elementos correspondientes de otra fila cualquiera multiplicados a
la tzquierda por un factor arbitrario fijo A€ K;

) se suman a los elementos de una de las columnas de la matriz A
los elementos correspondientes de otra columna cualquiera multiplica-
dos a la derecha por un factor arbitrario A€ K.

El rango de la matriz A segiin las filas es igual al nimero
méximo de elementos linealmente independientes en el conjunio de
sus filas a,, ..., a,. Al cambiar el orden de las filas de A sélo
alteramos la numeracién de las (ltimas, pero los conceptos de
dependencia o independencia lineal de vectores no estin relacionados
con la numeracién. Asi mismo, esta claro que el rango de la matriz A
segin las filas no varia al cambiar sus columnas. En efecto, sean
by, ..., b, las filas de la matriz nueva obtenida después del cambio
de columnas. Supongamos que entre las filas de la matriz A existia
una relacién de dependencia lineal Aa,-+ . .. +A0,=0; es evidente
que las filas nuevas verificardn la relacién andloga A b, +...+A,b,=0
v que, viceversa, la Gltima relacién implicara la anterior. L.o mismo
ocurrird si a una columna cualquiera de la matriz A se agrega otra
columna multiplicada a la derecha por A. Finalmente, el nimero
méximo de filas linealmente independientes no cambiara si la i-ésima
fila de la matriz A es sustituida por la fila a,+Xa; va que los
vectores del sistema a,, ..., a;+%a;, ..., a; ..., 4, se expresan
linealmente en términos de los vectores a,, ..., @, y los vectores
del dltimo sistema se expresan linealmente en términos de los
vectores del primer sistema.

Hemos visto que el rango de la matriz A segiin las filas no
varia en las transformaciones indicadas en el teorema. Razonamientos
andlogos demuesiran que el rango de la matriz A segin las colum-
nas no varia en las transformaciones a), b), ¢) y d). Pasemos ahora
a demostrar que tampoco varia el rango de la matriz A segdn los
menores, lo cual requerird una mayor atencion.

Supongamos que en la matriz A se cambian entre si cuales-
quiera filas o columnas. En este caso los menores de la matriz
nueva se obtienen de los menores de la matriz antigua mediante
cambios de filas o columnas y solo debemos comprobar que al
cambiar filas o columnas en una matriz invertible de nuevo obte-
nemos una matriz invertible.

Supongamos, pues, que en una matriz cuadrada B=|[f;,|l,s se
han cambiado enfre si la primera y la i-ésima filas. El calculo
directo deja constancia de que la matriz nueva puede ser represen-
tada en la forma DB, donde

D=E +Ep+...tEiyyimatEnt Epyy tirt oo+ Epee



§ 5. Coordenadas 93

Aqui E;; es la matriz cuyo elemento de la i-6sima fila y j-ésima
columna es la unidad, mientras que todos los demas elementos
suyos son ceros. Mediante célculo directo podemos comprobar que

DD=E y D-1=D,

Por esto, si la matriz B tiene inversa, la matriz B-'D seri la
inversa de DB. Analogamente, la matriz BD se obtiene de B
cambiando entre si ia primera y la i-ésima columnas. Si B
es invertible, la matriz BD también tiene la inversa, a saber,
D -1

Hemos demostrado que el rango de menores no varia al cambiar
endre si filas y columnas. Supongamos que el rango de menores de
B es igual a r y que a la i-ésima fila de B se ha agregado la
j-¢sima fila multiplicada por A. Por hipétesis, la matriz B posee
un menor invertible de orden r perteneciente a r filas y a r columnas
determinadas. Para no complicar sin necesidad la notacién, acep-
temos que este menor pertenece a las r filas primeras y a las r
columnas ‘primeras de la matriz B. Si la i-ésima fila que se altera
no pertenece a las r primeras filas, el menor indicado de orden r
continuard siendo un menor de la matriz nueva. Por esto el rango
de la matriz nueva es == r. Supongamos que la i-ésima fila es una -
de las r primeras filas. Consideremos los elementos de las matrices
nueva y antigua que se encuentran en las r primeras columnas, en
las r primeras filas y en la j-ésima fila (j > r). Obtendremos las
matrices

ﬁll ﬂl! r ﬂ‘.ll ﬂl.r 1
D P LRy
g ﬁrl i ﬂrr Brl L ﬁrr
L.,B;"l v ﬁjr_l L B)] LR ﬁjr =]

En virtud del teorema 1, las primeras r filas de la matriz P son
linealmente independientes y, por ello, el range de P segin las
filas es igual a r, De acuerdo con lo demostrado, de aqui se deduce
que el rango de la matriz Q segtin las filas es también igual a r.
Las primera, ..., (i—1)-ésima, (i+1)-ésima, ..., r-ésima filas de
la matriz Q@ son desde luego linealmente independientes, ya que
forman parte del sistema linealmente independiente de las r primeras
filas de la matriz Q. Por esto, obien las # primeras filas de la matriz Q
son linealmente independientes o bien la i-ésima fila se expresa
linealmente en términos de las restantes y, por consiguiente, son
linealmente independientes las restantes r filas de la matriz Q. En
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otras palabras, uno de los menores

Puu --- B 1

Brovon oo Bicyr s
ﬂl’l_i'w.ﬂ L ﬁl‘r-'-lﬁf! o 5{-”.1 ree ﬁr’-ﬂ.r
Br o B P mals

| ﬁﬂ v By ]

de la matriz Q estd formado por filas linealmente independientes.
En virtud del teorema 1, este menor es invertible y el rango de
menores de la matriz Q es no menor de r.

Hemos demostrado que la transformacién de tipo ¢) no dismi-
nuye el rango de menores de una matriz. Pero, si la matriz C se
obiiene de la matriz A agregando a su i-ésima fila la j-&sima fila
multiplicada por 3, la matriz A s obtiene de C sumando 3 fa
i-ésima fila de la matriz C su j-&sitqa fila multiplicada por —A.
En una y otra transformacién los rangos de menores no disminuyen y,
por consiguiente, no varian. Resta considerar el caso de la trans-
formacién d); pero para ella la invariabilidad del rango de Ia
mairiz A se demuestra de la misma forma que la invariabilidad
en la transformacion c).

Del teorema 2 mediante razonamientos sencillos se deduce el
siguiente teorema principal.

TEOREMA 3 {SOBRE EL RANGO DE UNA MATRIZ). Para una matriz
arbitraria A=\, ., formada por elementos de un cuerpo, el rango
segin las filas, el rango segin las columnas y el rango segin los
menores coinciden.

La proposicion es evidente si todos los elementos de ia matriz A
son iguales a cero. Por esto, supondremos que A confiene un ele-
mento a;; diferente de cero. Cambiando entre si la primera y la
i-ésima filas y la primera y la j-ésima columnas de la matriz A4,
oblendremos una matriz B={|B;|| en la que f,; =0, 70 y, ade-
mas, en virtud del teorema 2, los tres rangos de la matriz B serdn
iguales a los rangos correspondientes de la matriz A. Sumando
ahora a la segunda, ..., m-ésima filas de la matriz B su primera
fila multiplicada a la izquierda por —Bg,Bs', --«1 —PBm, BL
respectivamente, obtendremos una matriz de tipo

Bir Pre oo Pun
Ci“ 0 Vaz - - ?au_

con la particularidad de que los tres rangos de la matriz C, seran
los mismos que los de la matriz 4. Si todos los v, son iguales
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a cero, no realizamos ninguna transformacion mas. En cambio, si
viy#0, ({22, j=2), cambiamos entre si la segunda y la i-ésima
filas y la segunda y la j-ésima columnas de la matriz C,, obtenien-
do asi una matriz en la que el elemento v,, sea diferente de cero.
Sumando entonces a la tercera, ..., m-ésima filas la segunda fila
multiplicada por —y,,vat, ..., —7¥a¥s', respectivamente, obten-
dremos una matriz de tipo

8y 81y By -o0 B4y
0 By s B
Ci=|0 0 &, ... &, (8,855 7 0).

0 0 8, el
Los rangos de la malriz C, también coincidiran con los rangos
correspondientes de la matriz A. Continuando este proceso, al cabo

de un numero de pasos no mayor que m, obtendremos una matriz
de tipo

Clay Bag < oo Byp Py pag ooe Pin |

0 Pap cov Pap Bo iy wov Mun

CJ'= 0 0 see Ppr Bprgr 0o Men (pq, e u.,,-ats'l)}.
0 0 00 0
6 0 s 00 el

cuyos rangos coincidiran también con los rangos correspondientes
de la matriz A. Sin embargo, de la forma de la matriz C, se de-
duce directamente que los tres rangos de esta matriz son iguales
a un mismo nimero 7. Por esto, los tres rangos de la matriz A
también tienen un mismo valor 7.

En el p. 2.3 se ha demostrado que una matriz cuadrada con
elementos de un cuerpe conmutativo es invertible si, y solo si,
tiene el determinante diferente de cero. Por esto, para matrices
sobre un cuerpo conmutativo el teorema 3 se puede enunciar del
modo siguiente:

TEOREMA 3a. En toda maitriz con elementos de un cuerpo conmuta-
tivo el ndmero mdximo de filas linealmente independientes es igual
al nimero mdximo de columnas linealmente independientes e igual
al orden mdximo de sus menores de determinante diferente de cero.

La determinacién practica del rango de una matriz se realiza
generalmente aplicando el método indicado en la demostracién del
feorema 3 o alguna de sus modificaciones convenienfes.
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Con frecuencia resultan 0tiles las dos observaciones siguientes
que se deducen directamente del teorema 3.

TEOREMA 4. Cualesquiera que sean dos malrices A=|ay|lpm ¥
B=||B,x||np con elemenfos de un cuerpo arbitrario el rango del pro-
ducto AB es no mayor que el rango de la matriz A y no mayor
que el rango de la malriz B.

Efectivamente, de la definicién del producto se ve que las filas
de la matiriz AB son combinaciones lineales de las filas de la
matriz B y, por consiguiente, el nimero miximo de filas linealmente
independientes de la matriz AB no puede pasar del nimero maximo
de filas linealmente independientes de la matriz B. Anélogamente,
las columnas de la matriz AB son combinaciones lineales de las
columnas de la matriz A y, por consiguiente, el rango de la mat-
riz AB segin las columnas es no mayor que el rango segin las
columnas de la matriz 4.

TEOREMA 5 Si los elementos de la mafriz A perfenecen a un
cuerpo conmutativo, su rango coincide con el rango de la matriz
transpuesta A

Todos los menores de la matriz A’ se obtienen por transposicién
de los menores de la matriz A. Puesto que los elementos de los
menores se toman en un cuerpe conmutativo, de la transposicion
de un menor invertible resulta un menor invertible y, por consi-
guiente, el rango (segiin los menores) de la matriz A’ coincide con
el rango (segiin los menores) de la matriz A.

En los ejercicios de la pag. 101 se da un ejemplo de una matriz
invertible, ftormada por elementos de un cuerpo no conmutativo,
cuva matriz transpuesta no es invertible.

5.3. Sistemas generales de ecuaciones lineales. Consideremos un
cuerpo K y un sistema arbitrario de ecuaciones de tipo

el okt o =B
tx'ilgl +°‘=:Ez+ i +a‘2!1§.'! =ﬁl' (1)
mﬂ\ai+a’m!§2+ R +amu§n=ﬁrx’
donde a«;; y B; son elementos dados de K y §, &, ..., &, son
incognitas, cuyo nimero n puede ser mayor, menor o igual al
nimero m de ecuaciones. En el p. 2.4 ha sido expuesto uno de
los algoritmos de la resolucion de estos sistemas, el método de
eliminacién de incoégnitas. El teorema sobre el rango de una ma-
triz, demostrado en el punto anterior, ofrece un acceso diferente
al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales.

Los coeficientes «;; y los términos independientes B, de las
ecuacionies (1) se pueden disponer de un modo natural jormando
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dos matrices:

Gy Oy vn Oy ) Fayy Gy oor @y By
A= gy Bag 00 Qg gy Tpg + o0 Clyy ﬁs

y B=

Laml a‘ml . «'mn melams Lo qﬂﬂ! Bm
llamadas matriz principal y maitriz ampliada del sisterna (1). A toda
ecuacién del sistema (1) corresponde una fila determinada en las
matrices A4 y B. El intercambio de ecuaciones en el sistema (1)
lleva al intercambio correspondiente de filas en las matrices A y B
y la modificacion de la numeracion de las incdgnitas lleva al in-
tercambio de columnas en las matrices indicadas.

Se dice que la i-ésima ecuac:én del sistema (1) depende lineal-
mente de las i,-ésima, .. i-ésima ecuaciones de este sistema,
si la i-ésima fila de la matriz Bses una combinacién lineal de sus
i,-ésima, ..., i,-ésima filas. Puesto que el cuerpo K no se supone
conmutativo, las filas de las matrices se multiplican por elementos
de K siempre a la izquierda, mientras que las columnas, a la
derecha (véase el p. 5.2).

Se llama solucién del sistema de ecuaciones (1) una sucesién
S ..., E%deelementos del cuerpo K que al ser introducidos en las
ecuaciones (1) en lugar de las letras &, ..., §, hacen validas todas
las igualdades. Si disponemos los elementos &, ..., E, en una
columna [§,, ..., &) ==x, el sistema (1) puede ser representado
en la forma matricial

A-x=b, (2)

donde b es la columna [§,, ..., B,]" de los términos independientes.

A) Si la i-ésima fila de la mairiz B es una combinacion lineal
de sus restantes filas, entonces suprimiendo en el sistema (1) la
i-ésima ecuacidn obiendremos un sistema reducido de ecuaciones que
tiene el mismo conjunto de soluciones que el sistema (1).

Esta claro que toda solucion del sistema (1) es también una solucion
del sistema reducido. Reciprocamente, supongamos que la i-ésima
fila de la matriz B es igual a la suma de las i;-ésima,..., {,-ésima
filas multiplicadas a la izquierda, respectivamente, por los elemen-
tos Ay, ..., kg de K(is=i,, ..., i) y supongamos que los valores
ES e BN satisiacen las i,-ésima, ..., i,-ésima ecuaciones de (1).
Entonces, multiplicando estas ecuaciones a la izquierda por A, ... A,
respectivamente, y sumandolas término por término, obtendremos
la i-ésima ecuacion,

B) Si el rango (segin las filas) de la mairiz B es igual a r,
el sistema de ecuaciones (1) confiene un subsistema de r ecuaciones
linealmente independientes que posee el mismo conjunto de soluciones
que e} sistema (1).

7--1843
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Puesto que el rango de la matriz B es igual a r, la matriz B
posee r filas linealmente independientes y todas sus filas restantes
se expresan linealmente en términos de éstas. Tomando las ecuacio-
nes que corresponden a las 7 filas linealmente independientes se-
fialadas, obtendremos el subsistema deseado.

C) Si el sistema de ecuaciones (1) tiene una solucidn &, ..., &3,
el rango de la mairiz ampliada B coincide con el rango de la mairiz
principal A.

Si las igualdades (1) son vélidas para &g, ..., E3, esto demuestra
que la altima columna de la matriz B es igual a la suma de sus
primera, ..., n-ésima columnas multiplicadas a la derecha por
gL, - .., Eh, respectivamente. Por esto, el niimero méximo de columnas
linealmente independientes de la matriz B es igual al nimero ma-
ximo de columnas linealmente independientes de la matriz 4, es
decir, el rango seglin las columnas de la matriz B es igual al rango
seglin las columnas de la matriz A. Las palabras «segin las columnas»
pueden ser omitidas, ya que en el p. 5.2 se ha demostrado que el
rango segin las columnas coincide con el rango segin las filas.

De las proposiciones B} y C) resulta facilmente el siguiente
teorema principal.

TEOREMA DE KRONECKER—CAPELLL. ') Para que el sistema de ecua-
ciones (1) tenga solucidn, es necesario y suficiente que el rango de
la mairiz amplioda sea igual ai rango de la matriz principal de
este sistema. Si los rangos de las matrices principal y ampliada
coinciden con el nimero de incognitas, el sisiema tiene una solucidn
linica. Si el rango r de las matrices principal y ampliada es inferior
al nimero n de incognitas, el sistema (1) fiene mds de una solucicn
y es equivalenle a un sistema de tipo

Ev=vubi+ ot b e

g.‘,'-'* ?rlg,ﬁ +... = ¥r, n—rgfn_r+\’r'
donde (iy, ..., {, 1 «evy ln=p) € una permutacion adecuada de
los nameros 1, 2, ..., n.

En otras palabras, en el Gltimo caso entre las incégnitas §,, ..., &,
se pueden escoger n—r incégnitas §,, ..., §/,_, llamadas libres,
y dandoles valores arbitrarios de K se pueden enconfrar para las
restantes incognitas unos valores finicos que satisfagan el sistema (1).

La necesidad de las condiciones se deduce de la proposicion C).
Supongamos, por esto, que los rangos de las matrices A y B coin-

ciden y son iguales a r. La matriz A contiene un total de n colum-
nas, de modo que r=<{n. Por hipétesis, la matriz A posee un

(3)

'} En algnno@ {ibros espaiioles este teorema se conoce como el tearema de
Rouché — Frobenius. (M. del Tr.)
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menor invertible M de orden r (véase el p. 5.2) que pertenece
a las k,-ésima, ..., k-ésima filas y a las {,-ésima, ..., i,-ésima
cotlumnas de la matriz A. De aqui se deduce que la k,-ésima, ...,
la k,-ésima filas de la matriz B son linealmente inéependientesl
mientras que sus filas restantes son combinaciones lineales de las
filas sefialadas. Por esto, dejando solamente la &,-ésima, ..., la
k.-ésima ecuaciones del sistema (1) y suprimiendo todas las demés
ecnaciones, obtendremos un sistema reducido que tendra las mismas
soluciones que el sistema (1). Dejando ahora en los primeros miem-
bros de cada una de las ecuaciones del sistema reducido los térmi-
nos que contienen las incégnitas §;, ..., E;, y pasando al otro
miembro todos los demas términos, llevaremos el sistema reducido
a la forma

&, e
M. ‘ =;’-f , (@)

Ly, ! ¢,
donde

Cg =="— Clp,, I,Ea’, M e T Olpy, r'n—rgfu-r+ ﬁk‘ (S= Lo L r)'

Por hipéfesis, el menor M es una matriz invertible. Muitiplicando
ambos miembros de la igualdad (4) a la izquierda por M-1, obte-
nemos

%i, 4
=M=
E[r “C,
Realizando la multiplicacién en el segundo miembro, llegamos al
sistema de tipo (3). El teorema queda demostrado.

I sistema de ecuaciones (1) suele llamarse deferminado, inde-
terminado y contradictorio segin tenga, respectivamente, solucion
nica, més de una solucién y no tenga solucién, Notemos que de
acuerdo a esfa terminologia un sistema, que no es determinado, es
o bien indeterminado ¢ bien contradiciorio.

COROLARIO I, Si el ndmero de ecuaciones del sistema (1) es inferior
al nitmero de {ncégnitas, el sistema (1) es o bien indeterminado o bien
coniradictorio.

COROLARLO 2. Un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas
es delerminado si, y s6lo si, la matriz principal de este sisiema es
invertibte.

Ambos corolarios se desprenden directamente del teorema de
Kronecker — Capelli,

7
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Hemos considerado el sistema de ecuaciones lineales (1) en el
que los coeficientes aparecen a la izquierda de las incognitas. ¢Qué
puede decirse acerca del sistema de ecuaciones

Bioy A 8s0ay o A Balar =P (5)
SO P o,

en el que los coeficientes figuran a la derecha de las incdgnitas?
Este sistema puede ser representado en la forma matricial

(B «vos B A= By -+ s Bl

donde A=||e;,)| es la matriz de los coeficientes de las incognitas
en el sistema (5). Prestemos atencién a que en la matriz A los
coeficientes de la i-ésima ecuacién forman la i-ésima columna y no
la i-ésima fila como sucedia anteriormente. Todos los razonamien-
tos, que hemos realizado al demostrar el teorema de Kronecker —
Capelli, siguen siendo vélidos también para el sistema (5), siempre
que se cambien entre si en ellos las palabras «columna» «y «iila» y
siempre que por la matriz ampliada del sistema (5) se comprenda

la matriz
Clyy ses Oy
B= Oy wisre D I
B

1 TRy m_'

Por consiguiente, para que el sistema (5) sea compatible es ne-
cesario y suficiente que el rango de la matriz B coincida con el
rango de la matriz A. Si los rangos de las matrices 4 y B coin-
ciden y son iguales al nimero de incognitas, el sistema () tiene
solucién finica. Si los rangos de las matrices A y B coinciden y son
iguales a un ntmero r menot que el nimero n de las incognifas,
entre las incognitas podrén encontrarse a—r incognitas libres
&/ «ovs B, y lodas las demés incégnitas &,, ..., E, se expre-
sardn en términos de éstas por férmulas de tipo

%f:=EH?m+"'+§Fu-r\’n—r.s+vx [S===l, LT f).

Estd claro que toda diferencia entre los sistemas (1) y (5) desa-
parece, si se consideran ‘ecuaciones lineales sobre un cuerpo con-
mufative. En el caso de cuerpos no conmutatives K (por ejemplo,
para los cuaternios (véase el p. 1.5)), ademas de los sistemas stan-
dard de tipo (1) y (5) se consideran también ecuaciones de tipo
arnixtor como es, por ejemplo, la ecuacion at—Ex=0. Sin embargo,
los problemas relacionados con la resolucidn de estas ecuaciones
tienen un cardcter especifico y se salen de los margenes del Algebra
lineal propiamente dicha.
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Complementos y efercicios

L. En el espacio de filas de longitud tres sobre el cuerpo de los niimeros
racionales se toma un sist e coordenadas formado por las filas [1, 3, 51,
[6, 3, 2] ; [3, 1, 0]. ¢Qué jilas de coordenadas tienen en este sistema los vec.
tores {3, 7, 1], [0, 0, 1], [2, 8, 5] y [1, 1, 1]?

2. El espacio & estd formado” por los polinomios en A de grado no mayor
que n. Demuésirese (Sl._;e los polinomios I, A—1, (A—1)2, ..., (A==1)" consti-
tuyen una bass de £. Héllense en esta base las filas de coordenadas de los po-
linomios 2—=3L-4-A% y An,

3. En el plano se toma un sist de coordenadas, compuesto por dos vec-
tores mut te perpendicul de longitud 1, y después se realiza una trans-

formacién de coordenadas de matriz [“ 6] . ¢Qué condiciones deben verificar

los nimeros &, P, ¥ y 0 para que los nuevos vectores coordenados sean mutua-
mente perpendiculares y de longitud 1?
dllense los rangos de las matrices

10 2 5 7 11117 1I+A2 1 1 1 1
-21 12 3 Xy zou P 1421 1 1
21 71724 [*| g s | Y 1 1 1144 |
. 13154155 LR T S T | 11 1

5. Demuéstrese que en el cuerpo de los cuaternios K (p.1.4) el sistema de
ecuaciones lineales «a la derecha»s

T =1, 1
[ A |

tiene solucibn tinica, mientras que el sistema de ecuaciones «2 la izquierdas

Biit+Eai=1,1
Gik—Fy=i

no tiene soluciones. Tenemos asi un ejemplo de una matriz invertible sobre unm
cuerpo, cuya matriz transpuesta no es Invertible.

6. Hasta el momento entendiamos la independencia llneal de filas como la
independencia lineal respecto a la multiplicaci6n de filas a la fzquierda por los
clementos del cuerpo X y la independencia lineal de las columnas como la [nde-
pendencia respecto a la muitiplicacién de columnas a la derecha por los elemen-
tos del cuerpo. Esto estd relacionado con la regla inicial de multiplicacién de
las matrices: las filas de la primera se multiplican por las columnas de la se-
f“nda' Por supuesto, la teoria no cambiara si las matrices se multiplican por
a regla cizquierda»: las columnas de la primera se mulliplican por las filas de
la segunda. Pero en este caso, habrd que considerar la dependencia lineal de las
filas respecto a fa multiplicacion a la derecha por los elementos de K y la
dependencia lineal de las columnas respecto a la multiplicacién a la izquierda
por_los elementos de K. Como resultado, obtendremos los rangos de una matriz
segun las filas a la derecha y segln las columnas a la izquierda. Ambos rangos
coincidirdn, pero en el caso general serdn diferentes de los rangos corrienies
segin las filas (a la izquierda) y segin las columnas (a la derecha). Como
ejemplo puede servir la matriz de cuaternios

[ 1]

k—1

del ejercicio 5, en la que el rango a la Izquierda segiin las filas es igual,a 2,
mientras que el rango a la derecha segln las filas es igual a 1.

7. Sea A una matriz cuadrada invertible de orden n y sean BEyC makrices
arbitrarias compuestas, respectivamente, por n filas y n columnas. En estas con-
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diciones, se tiene
rango (A B} = rango B,
range (CA)=rango C.

8, Dése un ejemplo de mafrices cuadradas 4 y 5 de un mismo orden 2,
para las cuales se tenga rango (AB) # rango (BA).

9. Demuéstrese que para cualesquiera matrices conadradas A y 8 de orden
n se tiene

rango (A B) == rango A +rango 8—n.

§ 6. Subespacios lineales

6.1, Interseccién y suma de subespacios. Un conjunto no vacio
9 de vectores de un espacio lineal ¥ se llama subespacio lineal de
este espacio, si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1° si A contiene un vector a, fambién contiene fodos los multiplos
Aa, donde A es un nimero del cuerpo de coeficientes;,

2° si W contiene unos vectores a y b, fambién contiene su suma
a+b.

Est4 claro que ambas condiciones equivalen a la siguiente: si 9
contiene unos vectores a y b, también contiene cualguier combinacién
lineal ha+pb de los mismos.

De estas definiciones se desprende que todo subespacio lineal ¥
contiene el vector nulo y todas las combinaciones lineales de cuales-
quiera vectores suyos.

En el p. 4.3 se ha sefialado que todo espacio lineal sobre un cuerpo K es
un éalgebra en la que las operaciones principales son: la adicidon de vectores, la
inversion de vectores y la multiplicaciéon de los vectores (a la izquierdal] por
elementos de K. Puesto que la inversion de un vector equivale a su multipli-
cacién por el elemento —1 de X, las condiciones 1° y 27 significan simplemente
que los subespacios lineales del espacio § son subdlgebras del dlgebra {0

El conjunto compuesto solamente del vector nulo posee las pro-
piedades 1° y 2° y, por consiguiente, es un subespacio lineal de 2.
Este subespacio se llama subespacio nulo. Por otro lado, el propio
espacio € puede ser considerado como un subespacio lineal de si
mismo. El subespacio nulo y £ suelen llamarse subespacios frivia-
les del espacio €. Todos los demds subespacios se denominan no
{riviales o propios.

El método mas sencillo de obtener subespacios lineales consiste
en lo siguiente, En el espacio lineal dado £ se toman unos vecto-
res arbitrarios a,, a,, ..., a, y se consideran todas las combina-
ciones lineales de los mismos

Q)+ gyt oo Ay
Sea A el conjunto de estas combinaciones. Puesto que la suma de
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combinaciones lineales de a,, ..., a, y el producto de una combi-
nacién lineal por un nimero son combinaciones lineales de a,, ..., a,,
tenemos que ¥ es un subespacio lineal. Los vectores a,, ..., a,

son los generadores de este subespacio. Suprimiendo aquellos que
dependen linealmente de los anteriores, obtendremos un sistema
linealmente independiente de generadores del subespacio U, es de-
cir, una base de 2. Pero el niimero de vectores de una base coin-
cide con la dimension del espacio y, por ello, la dimensién del
subespacio U es igual al niimero mdximo de vectores linealmente inde-
pendientes que contiene el sistema a,, ..., a,. A veces se dice que
el subespacio % es el subespacio fendido sobre los vectores a,, ..., a,.
Por consiguiente, la dimensién del subespacio tendido sobre el
sisterna de vectores a,, ..., a, es igual al nimero maximo de vec-
tores linealmente independientes que contiene este sistema.

El método de tender los subespacios sobre un sistema de vecto-
res dado es general: fodo subespacio lineal N de un espacio lineal ©
es el subespacio tendido sobre su base.

Como que el nimero de vectores linealmente independientes de
£ no puede superar la dimensién de £, de aqui se ve que la di-
mension de un subespacio lineal no puede superar la dimensién del
espacio que lo envuelve. Es mas, si la dimension del espacio lineal
£ es igual a la dimension del subespacio 2, toda base de 9 sera
también una base de £. Por esto, todo vector de £ se expresard
linealmente en términos de una base del subespacio %, es decir,
A coincidirda con £. Por consiguienie, la dimensién de todo subes-
pacio lineal propio es inferior a la dimensidn del espacio que lo
envuelve.

A titulo de ejemplo consideremos el espacio corriente i, formado
por los segmentos orientados que parten de un punto 0. La dimen-
sion del espacio M es igual a tres y, por esto, los subespacios pro-
pios pueden ser de dimensién uno o dos. Los subespacios de dimen-
sion uno deben ser tendidos sobre un vector no nulo a, es decir,
deben ser el conjunto de los mulliplos «a del segmento a. Pero
todos los segmentos de tipo aa se hallan sobre la recta que con-
tiene al vector a. Por consiguiente, los subespacios de R de dimen-
sidn una son las rectas que pasan por el punto Q.

Los subespacios de dos dimensiones deben ser tendidos sobre
dos vectores linealmente independientes, es decir, sobre dos vecto-
res a y b que no pertenecen a una misma recta. Sea MU el plano
que pasa por los vectores @ y b. Entonces, todas las combinaciones
lineales wa--fb pertenecerdn al plano ¥ y, por otro lado, todo
vector perteneciente a ¥ serd una combinacién lineal de los vec-
tores @ y b. Por consiguiente, el subespacio tendido sobre los vec-
tores @ y b sera el conjunto de vectores pertenecientes al plano 2.
Luego, los subespacios de dos dimensiones del espacio 3 son los planos
que pasan por ¢l punfo O.
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Los espacios de dimension mayor que tres no admiten una inter-
pretacion geométrica tan clara. Sin embargo, a ellos también se
aplica la terminologia geométrica Hamando recfas a los subespacios
lineales de una dimensién, planos a los subespacios de dos dimen-
siones y planos de k dimensiones a los subespacios de dimensién &,
para k& =3. Los subespacios lineales de dimensién menor en 1 que
la dimension del espacio llevan el nombre especial de hiperplanos.

Con los subespacios de un espacio lineal dado se pueden efec-
tuar determinadas operaciones; las mas importantes de éstas son la
adicion y la interseccion. Se llama inferseccion de los subespacios
A, B, ... de un espacio £ el conjunto P de los vectores que per-
tenecen simultdneamente a todos estos espacios. La operacion de
inlerseccion se indica por el simbolo 1, de modo que

P=ANBn...

La inlerseccion de cualquier niimero de subespacios lineales de un
espacio £ es un subespacio lineal de este espacio.

En efecto, el vector nulo pertenece a cada uno de los subespa-
cios dados U, B, ... Por esto, pertenece también a la interseccién
%8 de los mismos que es, por consiguiente, un conjunto no vacio,
Por otro lado, si unos vectores a y b pertenecen a la interseccién %,
estos vectores, y con ellos cualquier combinacién lineal aa-pb de
los mismos, pertenecerdn a cada uno de los subespacios U, B, ...
Por consiguiente, aca--Bb estd contenido en P, es decir, P es un
subespacio lineal.

Se llama suma de un nimero finito de subespacios lineales 2,

Ay, ..., U, del espacio £ el conjunto de vectores que pueden ser
representados en la forma

a=a,-+a+ ... +a, (1)
donde a; es un vector de ; (i=1, ..., 5). La operacién de adi-

cién de subespacios se indica por ¢l simbolo 4.

La suma de un nimero finito de subespacios lineales de un espa-
cio € es también un subespacio lineal, contiene todos los vectores de
los sabespacios dados, ast como fodas sus combinaciones lineales.

En efecto, sean 2,, ..., A, los subespacios lineales dados y
sea A=A, +... 4. Si a y b son unos vectores de I, ello sig-
nifica que pueden ser representados en la forma

a=a,+a,+...4a y b=b+b+... b,

donde a; y b; pertenecen a M, (i=1, ..., s). Pero, en este caso,
para cualesquiera ¢ y B de K la expresion

oa -+ Pb = (oa, 4 pb,) +(ea, 4 Bb) + . . . + (ca, 4+ Bb,)

es la descomposicién en la forma (1) del vector wa--$b, ya que la
suma oa; - pb; pertenece a A,. Por consiguiente, oa-pb pertenece
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a % y U es un subespacio lineal. Tomando ahora en (1) a; =0
para j=={, vemos que a; estard contenido en A, es decir, Y "con-
tiene todos los vectores de ¥,.

[ndiquemos, finalmente, sin demostracién las propiedades siguien-
les de la suma de subespacios, que se desprenden directamente
de su definicién:

1° A4 B=B+Y;

2 A+ (B+C)=A4-B)+ 6

3° si U estd contenido en un subespacio B, se tiene Y4 B=11.

Considerando la suma de dos subespacios lineales arbitrarios 9
y B, podremos ver facilmente que su dimensién depende no sélo
de la dimensién de los subespacios 9 y B, sino también de cudn
grande es la parte comin de los mismos. El valor exacto de la
dimension de la suma se determina por el teorema siguiente:

TEOREMA. La dimension de la suma de dos subespacios lineales de
un espacio £ es igual a la suma de las dimensiones de estos subes-
pacios menos Ia dimensién de su interseccidn.

Sean A y B los subespacios dados y sean r, y r, sus dimensio-
nes respectivas. Sea m la dimensién de la interseccién € de estos
subespacios. Tomemos en € una base cualquiera ¢, ¢, ..., €
Los vectores ¢,, ¢,, ..., ¢, son linealmente independientes y per-
tenecen a Y. Por esto, en A se pueden encontrar unos vectores a,,
a, ..., 4 tales, que el sistema @, a, ..., ap ¢, ..., ¢, Sea
una base ge 9 (véase el p. 4.2). Por esta misma razon, en el su-
bespacio B existen vectores b,, b, ..., b, tales, que junto a los vec-
lores ¢, ¢, ..., ¢, constituyen una base de B. Puesto que el no-
mero de vectores de una base coincide con la dimensién del espa-
cio, entre los niimeros 2 y p y las dimensiones de los subespacios
2 y B existen las relaciones

rn=k4+m y ro=p4m
Si demiostramos que el sistema
Byy ey By oy sy By By vy By @y

es una base del espacio U+ B, el tecrema 1 quedard demostrado,
ya que la dimension del espacio ¥4 serd igual a

Red-m4p=r +r,—m.

Todo vector a de 9 se expresa linealmente en términos del
sistema a,, ..., a4, ¢, ..., €, que constituye una base de U vy,
por esto, se expresa también en términos del sistema (2). Analoga-
mente, todo vector & de B también se expresa linealmente en tér-
minos de (2). Pero en esle caso la suma a--b, es deeir, cualquier
vector de ¥ - B, se expresard linealmente en términos de (2). Resta
demostrar que el sistema (2) es linealmente independiente.
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Sea
Ayt GG VEE A VPO BB =0 ()
una relacion de dependencia lineal entre estos vectores. Pongamos
b=fb ... +ﬁpby'

El vector b se expresa linealmente en iérminos de los vectores b,,
..., b, contenidos en el espacio B; luego, b pertenece a V. Por
otro lado de (3} se desprende que

b=—oay— . 0y — VO — s — Vala 4

Puesto que a,, ..., 4, ¢, ..., ¢, estan contenidos en 2, de aqui
se deduce que b también pertenece a U. Por consiguiente, b figura
en la interseccién de los espacios ¥ y B, es decir, la expresion (4)
del vector b en términos de la base de ¥ no contiene términos con
@y, ..., 4 en otras palabras,

ay=a,= ... =a,=0.
Tomando estos valores en (3), obtenemos

Vbt .- +?mcm+ﬁ;bl+ s +ﬂpbp=o'

Pero el sistema ¢, ..., ¢, by, ..., b, es una base de B vy, por
consiguiente, es linealmente independiente, de modo que

B e = Ya=By= ... =P, =0,

Hemos demostrado que el sistema (2) es linealmente independiente.

Del teorema demostrado se puede deducir una desigualdad que
ofrece el valor minimo de la dimension de la interseccién de unos
subespacios. Consideretnos unos subespacios lineales U y B de 2 y
sean r, y r, las dimensiones de estos subespacios, n la dimension
de € y m la dimensién de la interseccion A N Y. En virtud del feo-
rema, la dimensién de la suma A 4B es igual a ry-+r,—m. Pero
la dimensién de la suma 2+ es no mayor que la dimension del
espacio €. Por consiguiente, r,4-r,—m=Cn, de donde se tiene
mzr,+ r,—n. Es decir, la dimensién de la interseccion de dos sub-
espacios lineales del espacio ® no puede ser menor que el exceso de
la sunia de las dimensiones de estos subespacios respecto a la dimen.
sion del espacio 2.

Por ejemplo, la intersecciéon de dos planos del espacio
de tres dimensiones contiene siempre una recta, la interseccion de
un subespacio de dos dimensiones con un subespacio de tres dimen-
siones en un espacio de cuatro dimensiones contiene una recta, la
interseccion de dos subespacios de tres dimensiones de un espacio
de cuatro dimensiones contiene un plano, etc.
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6.2. Sumas directas. Segin la definicion, todo vector a que per-
tenece a la suma de subespacios lineales

A=, +%, ...+,
puede ser representado en la forma
a=a,+a,+...+a, (e, i=1, ..., s). (ly

Sin embargo, esta representacién no serd, en general, univoca. Si
todo vector a de ¥ admite sélo una representacién de tipo (1), es
decir, si de las igualdades (1) y de

ﬂ=a;+a;+...+ﬂ; (aieg[r'} is‘li AR, S) (2)

se deduce que a,=@;, ..., a,=a;, la suma se llama suma directa
y se indica

A e, U, ... 49,

Las sumas directas poseen numerosas propiedades especificas,
algunas de las cuales seran ahora consideradas. Ante lodo observe-
mos que en lugar de exigir que cualquier vector de la suma posee
un desarrollo univoco se puede exigir que el desarrollo univoco
exista solo. para el vector nulo: si el vector nulo de la suma =¥ 4
+¥U, .. U, admite un desarrollo dnico de tipo (1), es decir, si

a+a+ ... fa,=0 (e, i=1, ..., s
implica que q,=a,= ... =a,=0, la suma es directa.
Para la demosiracién tomemos un vector cuglquiera a de la su-

ma y supongamos que admite dos desarrollos: (1) y (2). Restando
un desarrollo del otro, obtenemos

(a,—ai)+ (@, —a3)+ ... +(a;—a)=o.

Puesto que aqui (a;—a) €, i=1, 2, ..., 5, tenemos segin la
hipotesis
a—a =a,—a;=... =8,—a; =0,
es decir,
a, =0y, Qy=8y, ++., Gg=0s.

Hemos demostrado la proposicién.

El teorema que sigue estd relacionado con el empleo de los pa-
réntesis en las sumas directas.

TEOREMA 1. Si [as descomposiciones de los sudespacios lineales

A= U, + Ay 4. .. + 9, (3)

s‘]'[l = S.JI“ +%In + ... -1—911,,,‘,
@
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son directas, la descomposicion
A=, + U+ U, + e U U+ o+, (5)

también es directa; en otras palabras, si en una suma directa todo
sumando es sustituido por su descomposicion directa, se obfendrd de
nuevo una descomposicion directa. Reciprocamente, si la descomposi-
cion (5) es directa. las descomposiciones (4) y (3) fambién son di-
rectas.

Demostremos primero la proposicién directa. Sea

a,,—i—al, +oe +alﬂh+ i +an+asn+ A +ﬂ5m,=0-
Escribamos esta igualdad en la forma

a;+a,+4 ... +a;=0, (6}
donde

G=as-a,+...+am ((=1,2, ..., 5. (7}

Como que a;€%; y la suma (3) es directa, de (6) se deduce que
a=a,=...=uy;=0 y la igualdad (7) se transforma en

ay+a,+...+am =0 (i=1, 2, ..., s (8)
Pero la descomposician
U=+ A+ ... -,

es, por hipdtesis, directa y por ello de (8) se deduce que a;, =a;,=
=...=am=0. Por consiguiente, la suma (5) es directa que es lo que
se queria demostrar. Repi%iendo los razonamientos en el orden con-
trario, obtendremos la demostracién de la afirmacién reciproca.

El teorema 1 permite considerar la suma directa de varios sub-
espacios como el resultado de sucesivas sumas directas de dos su-
mandos. Las condiciones que garantizan que la suma de dos subes-
pacios sea directa pueden ser enunciadas de la siguiente forma
conveniente,

TEOREMA 2. Para que la suma de dos subespacios lineales de un
espacio © sea directa es necesario y suficiente que la interseccion de
estos subespacios sea nula.

En efecto, si la interseccion de dos subespacios % y B contiene
un vector no nulo a, para el vector o se puede escribir la descom-
posicién

ﬂ+[——a) =0,
donde a==0, a€W y —a€B, y, por consiguiente, la suma %A+ B
no serd directa. Viceversa, si la suma %+ no es directa, para el
vector nulo debera existir la descomposicién

at+b=0 (as=0, a€d y beDB).
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Puesto que b=-a, el vector b figura también en el subespacio 9.
Por consiguiente, la interseccién I NB contiene, en este caso, un
vector no nulo b, que es lo que se queria demostrar.

TEOREMA 3. La dimension de una suma directa de subespacios es
igual a la suma de las dimensiones de estos subespacios.

Si tenemos dos sumandos, entonces la dimensién de la suma es
igual, de acuerdo con el p. 6.1, a la suma de las dimensiones de
los sumandos menos la dimensién de la interseccién. Pero, segiin
el teorema 2, la interseccion de subespacios en el caso de una suma
directa es nula y su dimensién es igual a cero. Por esto, la dimen-
sidn de una suma directa de dos subespacios es igual a la suma de
sus dimensiones. Si se tiene mas de dos sumandos, la demostracién
se realiza facilmente por induccién.

Del teorema 3 se desprende el siguiente corolario: si ef subespa-

cio A es la suma directa de los subespacios ¥,, ..., A,, entonces,
escogiendo en cada subespacio U, una base a,,, a, .. ., am, (i=1, 2,

.., 8) y uniendo estas bases en un sistema
aui a]at LRURE | aim.; LAY ] a.n! a;!x .8,y alm” (9)

obtendremos una base del subespacio .

Efectivamente, todo vector del subespacio 9(, se expresa linealmente
en términos de los vectores (9) y por esto cualquier vector de A .
también se expresari linealmente ‘en términos de los vectores (9).
En virtud del teorema 3, el nimero de vectores del sistema (9) es
igual a la dimensién del subespacio 9. Luego, el sistema (9) es
una base de ¥, que es lo que se querfa demostrar.

El teorema 3 admite la siguiente inversién: si la dimensién de
una suma de subespacios linealge: es igual a la suma de las dimen-
" siones de los mismos, la suma es directa.

Sea primero A=A, 42, v sea

dim. A=dim. A, 4-dim. U,.

En virtud del teorema del p. 6.1, de aqui se deduce que la dimen-
sién de la interseccién ¥, N, es igual a cero, es decir, que esta
interseccion es nula. A su vez, de aqui se deduce, de acuerdo con
el teorema 2, que la suma U, -9, es directa. Si el niimero de
sumandos es mayor que dos, es suficiente aplicar para la demostra-
cién la induccién,

6.3. Sistemas de ecuaciones lineales homogéneas. Con el [in de
ilustrar la teoria de subespacios lineales consideremos el problema

de resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales homogéneas, es
decir, de los sistemas de tipo

E)au -+ Egau“_ e +€nc‘n: =0, }

El“m"‘gsa!m‘i" e ot Eaan =0,
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donde a;; son elementos de un cuerpo K, mientras que §,, ..., §,
son las incégnitas; los valores de las altimas se buscan en el cuer-
po tK. El sistema (1) puede ser representado en la siguiente forma
matricial

x-A=0, (2)

donde x=|[§, ..., E,] es la fila de incognitas y A=||a;]| es Ia
matriz en la que la j-ésima columna estd formada por los coefi-
cientes de la j-ésima ecuacion del sistema (1). La fila nula [0, ...,0]
ofrece una solucién del sistema (1) cualesquiera que sean los coefi-
cientes a,, Esta fila se llama soluci6n nula o {rivial del sistema (1).
La existencia de la solucién trivial indica que un sistema de ecua-
ciones lineales homogéneas nunca es contradictorio.

Para poder estudiar con mas detalle las propiedades de las so-
luciones del sistema (1) indiquemos por £ el espacio de filas de
longitud n sobre el cuerpo K y consideremos toda solucién [E, ...,
En] del sistema (1) como un vector x del espacio £ que satisface
la ecuacion (2). El conjunio de todas las soluciones de la ecuacidn
(2) es un subespacio lineal del espacio L. Efectivamente, de (2) y
de y-A=0 se deduce que

(x-tpy) A= (xA)+p(yd)=0

cualesquiera que sean X, p € K. En otras palabras, una combinacion
lineal arbitraria de soluciones del sistema (1) es también una so-
lucién del sistema (1). Puesto que el espacio £ es de dimension n,
el espacio de soluciones del sistema (I) es de dimensién no mayor
que . i

Se dice que unas soluciones x,, ..., x, del sistema (2) forman
un sistema fundamental de soluciones de (2), si cualquier solucién
del sistema (2) puede ser representada en forma de una combinacidn
lineal A,x,+...4Ax, de las soluciones indicadas y, ai mismo
tiempo, ninguna de las soluciones x,, ..., x, puede ser representada
como una combinacion lineal de las restantes. En términos de la
teoria de espacios lineales esto significa que el conjunio x,, ..., %,
es simplemente una base del subespacio de soluciones y que el numero
de soluciones fundamentales es la dimension del subespacio de so-
luciones.

El rango de la matriz A se llama rango del sistema homogéneo (1).
Los sistemas homogéneos de tipo (1) representan un caso particular
de los sistemas lineales generales estudiados ya en el p. 5.3. Emplean-
do el teorema de Kronecker—Capelli demostrado en aquella oca-
sion se obtiene facilmente el siguiente tecrema principal:

TEOREMA SOBRE LAS ECUACIONES LINEALES HOMOGE {EAS. La dimen-
sién del espacio de soluciones del sistema (1) de euaciones lineales
homogéneas con n incégnitas es igual a la diferenc @ n—r, donde r
es el rango del sistema (1).
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Si r=n, el sistema (1) debe tener, segiin el teorema de Kronecker—
Capelli, una solucién finica que es, por consiguiente, la solucién nula.
El subespacio de soluciones consta solamente del vector nulo y su
dimensién es igual a 0, es decir, coincide con la diferencia n—r.

Sea r < n. En virtud del teorema de Kronecker—Capelli, el
sistena (1) serd en este caso (después de realizar de nuevo una enu-
meracion adecuada de las incégnitas y de las ecuaciones) equiva-
lente a un sistema de tipo

E1=€r+1?r+1. Y +gn'\’n1n
= 3 of Kty (3}

E=%rinrt - +EVun

donde y,;, son determinados elementos de K. A las incégnitas
§it1r -+ B, 5¢ les puede asignar aqui cualesquiera valores de K.
Tomando sucesivamente

[gf'l-].‘ §f+t‘ bELieR | En
[Er-{-l' rda1 s %n
(Bress Brawr -
y caleulando toda vez los valores de las incégnitas E,, ..., &, segan
las f6rmulas (3), encontramos el siguiente sistema de soluciones de (1):

, 0, ..., 0},
l! Py U],

o= [Vra, 0 e s Ve LG o0y 0],
Ci=[Tr+t.ll coes Yran e ot ..., 0],

. o gy SR A T BV S (4)
o Vs 0,05 sy 1]

ci’l—l = [‘Vﬂl* .-

Sabemos que el némero de filas linealmente independientes en el
sistema ¢,, ..., €,-, coincide con el rango de la matriz formada por
estas filas. Pero de (4) se ve que la matriz indicada contiene un
menor, formado por las dltimas n—r columnas, que es la matriz
unidad. Por esto, el rango de la matriz es igual a n—r vy, por
consiguiente, todos los vectores ¢,, ..., ¢,_, son linealmente inde-
pendientes. Por otro lado, las férmulas (3) muestran que toda solu-
cion x=[&}, ..., £3] satisface la relacién

= E?HC; + oot Egcu-n

es decir, es una combinacién lineal de las soluciones ¢y, ..., ¢,,.
Hemos verificado de esta forma que el sistema ¢, ..., Chap €5 Uil
base del espacio de soluciones del sistema (1) y, por esto, la di-
mension de dicho espacio es igual a n—r,

Indiquemos dos corolarios directos del teorema demostrado,
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COROLARIO 1. Para que un sistema de n ecuaciones lineales homo-
géneas de n incognitas

Bty - - &y =0,

Byt oo A8 =0
con coeficientes de un cuerpo cualquiera K no tenga soluciones no nulas,
es necesario y suficiente que la matriz de esta sistema

A 2 alﬂ R aﬂ'ﬂ
sea invertible.

Efectivamente, la condicidn n=r significa que el rango de la
matriz A debe coincidir con su orden, es decir, la matriz A debe
ser invertible.

COROLARIO 2. Para gue un sistema de n ecuaciones lineales homo-
géneas de n incognitas con coeficientes de un cuerpo conmutativo tenga
solucion no nula es necesario y suficiente que el determinante de la
mairiz de este sisterma sea igual a cero.

En efecto, una matriz cuadrada formada por elementos de un
cuerpo conmutativo no es invertible si, y solo si, su determinante
es igual a cero.

Hemos visto que el teorema sobre las ecuaciones lineales homo-
éneas es un corolario directo del teorema de Kronecker— Capelli.

| dltimo teorema, ademis de ser cierto para los sistemas lineales

con coeficientes a la derecha, tiene lugar también para los sistemas
lineales con coeficientes a la izquierda. Por esto, junto al teorema
sobre las ecuaciones lineales homogéneas y al corolario 1, son validas
las proposiciones andlogas relacionadas con sistemas de ecuaciones
lineales homogéneas con coeficientes a la izquierda, a saber: el con-
junto de soluciones columnas x= (g}, ..., &] de un sistema de ecua-
ciones lineales homogéneas

apk 4 ...tk =0,

6)
aml%l + ) +amn§nu=0

con coeficientes de un cuerpo K es un subespacio lineal del espacio

formado por todas las columnas de longitud n sobre K. La dimen-

sibn de este espacio de soluciones es igual a n—r, donde r es el

rango de la matriz A=||a;||, en la que la i-ésima fila estd formada
por los coelicientes de la i-ésima ecuacién del sistema (5).
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Ejemplos y problemas

1. Hallese la dimensién del subespacio lineal tendido sobre jos vectores
a=[1, 3, 2, 1}, b=[4, 9, 5, 4] ¥ c=1[3, 7, 4, 3].

2. Si €, €. ..., €, es una base de un espacio lineal £ y 9, es «l subespacio
lineal tendido sobre e;, se tiene

=9+ ... %,

3. Para todo subespacio propic ¥ de un espacio € existe un subespacio
lineal B, tal, que R=N+4+9H.

4. Demuéstrese la siguiente generalizacién del leorema 2 del p. 6.2 para
que |a suma de varios subespacios lineales dados sea directa es necesario y su-
ficiente que cada uno de los subespacies dados tenga interseccién nula con la
suma de los restantes,

5. Demuésirese que la interseccidn de todos los subespacios lineales de un
espacio ¥, que contienen a los subespacios lineales dados, es igual a la suma de
los altimos.

6. Demuéstrese que para cualesquiera subespacios ¥, B y G de un espacio
lineal tienen lugar las igualdades

A (UB + 6) =AY + U6,
A+B) A+B)=A4+(UA+B) 6,

donde, para abreviar, la interseccidn de subespacios se Indica iguat que el
producto.

7. Todo espacio lineal £ de dimensién infinita contiene un subespacio lineal
propio cuya dimensién coincide con la dimensién de todo el espacio @,

8. ¢Para qué valores de A (del cuerpo de los nimeros complejos) el sistema
de ecuaciones

2x4+ y— z=Ax,
X4 hy— z2=0
tiene solucion no nula? ¢Para qué valores de A el espacio de soluciones de este
sistema es de mayor dimensidn?
9. ¢Para qué valores del parémetro & el sistema de ecuaciones
X+ y+Rr—2z=1, }
Ly 3y hz=2

X2 gy —Rz=y, }

es compatible?
10. ¢Qué dimensién tienen los espacios de soluciones de los sistemas

X g+ iz=0 X gt 420 =0
fx 4 ky— 2=0 ¥ xj4-yk—z =0 }
Yx—iy+(2—frz=0 / ¥ —pldez (2 —j)=0

considerados sobre el cuerpo de los cuaternios (p.l1.5)?

1L. zExiste un polinomio en variables cuaternias 4,8, ¢ y d y con coeficien-
tes cualernios, fal, que su anulacién sea la cendicidn necesaria y suficiente
para que el sistema de ecuaciones lineales

ax4by=0 y cx-4-dy=0

tenga solucién no nuta? _ _ ) _

12. ¢Existe un polinomio en a, @, &, b, ¢, ¢, d yd que satisfaga las exlgen-
cias del ejercicio anterior?

8—1843



Capitulo 111 Aplicaciones lineales

El objetivo principal de este capitulo es el estudio de las pro-
piedades de las aplicaciones de espacios lineales. En los parégraios
8 y 10, asi como en los puntos 9.1, 11.1 y 11.2, el cuerpo principal
no se somete a ninguna restriccion, En los puntos 9.2, 9.3, 11.3 y 11.4
y también en el § 12 se supone que el cuerpo principal es un cuerpo
conmutativo. En el § 7, de cardcter de introduccidn, se establece
una serie de concepios y de propiedades relacionados con aplicaciones
de conjuntos absolutamente arbitrarios.

§ 7. Aplicaciones de conjuntos arbitrarios

7.1. Producto de aplicaciones. Consideremos un conjunto 1t de
entes arbitrarios. Este conjunto puede estar compuesto tanto por
un niimero f{inito como infinito de elementos. Se llama aplicacion
del conjunto M toda ley que permite a partir de
cualquier elemento del conjunto 9 encontrar de
nuevo un elemento de M. Convendremos en in-
dicar las aplicaciones por las letras 4, 3B, ...
Si m es un elemento de Wi, indicaremos por
msA aquel elemento del conjunto M que se
obtiene del elemento m mediante la aplicacién 4.
E] elemento m4 se denomina irmagen del ele-
mento m en la aplicacion £, mieniras que m se
denomina imagen reciproca del elemento mA.

Consideremos, a titulo de ejemplo, el con-
junfo de todos los puntos del plano y sea U
la aplicacién que consiste en el giro de los puntos de este plano
alrededor de uno de sus puntos O en 90° en contra del movimiento
de las agujas del reloj (fig. 2).

Recurriendo a la figura, vemos que

all =0 y cU=d.

Fig. 2.
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Anélogamente, si @ significa el traslado de los puntos en una unidad
paralelamente al eje Oa, se tiene.

aD=c y b=

Dos aplicaciones £ y #B del conjunto M se llaman iguales, si
para todo elemento m de M se tiene.

md = m33.

Uno de los conceptos principales de la teoria de aplicaciones
es el de producio de aplicaciones que se introduce del modo siguien-
te. Sean &£ y B dos aplicaciones del conjunto M. La primera
transforma un elemento arbitrario m del conjunto M en m.. Si este
nuevo elemento se somete a la aplicacién B, se obtendra el elemento
(mA)B. La aplicacién que transforma el elemento m directamente
en (mA)33 se tlama producto de A por 53 y se designa £B. Es decir,
se toma por definicion que

M (AB) = (mA) B.

Si al elemento m se aplica primero la aplicacién # y después la
aplicacién £, se obtendra el elemento (m®B).4 que puede no coin-
cidir con {mu) B. Efectivamente, en el ejemplo con el plano, con-
siderado anteriormente, se tiene

a(UD) = (aU) D =bD =],

a(DU)={(aD) U =cU =d
y, por consiguiente, UD = 2U. Por lo tanto, el producto de apli-
caciones depende, en general, del orden de los factores. Vemos, pues,
que una de las leyes principales que se verifica para el producto
de los nameros no se cumple para las aplicaciones. Sin embargo,
la otra ley principal —la asociatividad de la multiplicacion —se con-
serva para las aplicaciones. En efecto, sean &, B y € aplicaciones
arbitrarias del conjunto M y sea m uno de sus elementos. Por de-
finicion, tenemos

m (AB) €)= (m (AB) € =((m A) B) B,
m (A (BE)) = (mA) (BE) = (mA) B) &,

(AB) € = A (BE).
Empleando esta ley es facil deducir que el producto de cualquier

numero finito de aplicaciones, fomadas en un orden determinado, no
depende de la disposicion de los paréntesis. Asi, por ejemplo,

(ABY (BD) = ((AB) 8) D =(A(BB)) D = A ((BE) D).
Por esto, en los productos que contienen varios factores se pueden

omific los paréntesis y se puede hablar simplemente del producto
de dos, de tres y de un nfimero mayor de aplicaciones. El producto

de donde

&



116 Cap. {1]. Aplicaciones lineales

de n factores iguales a .4 se llama n-ésima potencia de la aplicacion
y se indica por .£". Las operaciones con las potencias se realizan
siguiendo las reglas corrientes

d"".ff"=ﬂm+", (1)
(A =A™ (2

la demostracion de las mismas es evidente.

Si el producto de dos aplicaciones « y 53 no depende del orden
de los factores, se dice que A y 3B son permutables o que conmutan,
La férmula (1) seflala que las pofencias de una misma aplicacion
son permutables.

Si las aplicaciones £ y B conmutan, se tiene

ABP =ABAB = AABB = A*B
y, en general,
(ABY = A" (3
En cambio, si £ y ® no conmutan, la formula (3) puede no tener
lugar.

7.2. Las aplicaciones idéntica e inversa. Entre todas las aplica-
ciones de un conjunto W desempefia un papel especial la aplicacion
que pone en correspondencia a todo elemento m de este conjunto
el propio eleniento m. Esta aplicacién leva el nombre de aplicacion

unidad o idéntica y serd indicada en adelante por &. Es decir, para
todo m se tiene

mdé ==m.

Sea 4 una aplicacién arbitraria del conjunto M. Puesto que

mi{A)=(mé) A =md
Y
m(Aé) =(mil) & =md,
se tiene
A =AE =A.

Si dada la aplicacion . se puede haliar una apiicacion B tal que
AB =BA =&, (4)

se dice que B es la inversa de «, mientras que .4 se denomina
invertible, Es [acil ver que foda aplicacion invertible tiene solo una

inversa. Efectivamente, si « posee dos aplicaciones inversas B y €,
entonces, multiplicando la relacién

A =&
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a la izquierda por #B y empleando las igualdades {4) y la asocia-
tividad de la multiplicacion de las aplicaciones, obtenemos
E€ =RBE, es decir, & =3.

La aplicacién inversa de . se indica por .4£~'. Las relaciones (4)
son simétricas respecto a .4 y B; por esto, si B es la inversa de 4
resulta que .7 es la inversa de 33, es decir,

(A-)'=d. ()
Tomemos por definicion

A=& ¥y A "=(A") (n=1,2, 3, ...}

De (4) v (5) se deduce facilmente que las férmulas (1) y (2) son
validas no sblo para exponentes enteros positivos, sino para todos
los exponentes enteros. En particular,

{dzu)":l =(¢Z")"=Jl“".
AB B A =&

(AB) ' =B~'4.

7.3. Aplicaciones biyectivas. No toda aplicacién es invertible.
El teorema que sigue ofrece un criterio simple de aplicaciones n-
vertibles.

TEOREMA  Pgra gque una aplicacion A de un conjunto M sea
invertible es necesario y suficiente gue A sea una aplicacion biyectiva
del conjunto M sobre si mismo, es decir, que para fodo elemento
de WM exista en M su imagen reciprova y que distintos elementos
de W se fransformen por la aplicacién A en distintos elementos.

Demostremos primero la necesidad. Supongamos que .# posee la
aplicacion inversa %, de manera que

AB=BA=4¢"

Tomemos en Wt un elemento cualquiera m y sea mB=n. Muitipli-
cando esta relacién por .4 y sustituyendo 8.4 por &, obtendremos
m=nd, es decir, todo elemento m de I es la imagen de un ele-
mento n de M. Por otro lado, si dos elementos m, y m, son trans-
formados por la aplicacion 4 en un mismo elemento

Ademés, la relacion

implica que

My =My,

entonces, muitiplicando esta relacién por B, obtenemos m, =m,,
Por consiguiente, todo elemento de M tiene en M sélo una imagen
reciproca.

Demostremos ahora la suficiencia de las condiciones. Segiin éstas,
para todo elemento m del conjunto M existe un elemento, y solo
uno, n tal que

ndd =m {6)
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Indiquemos por $B la aplicacién que transforma m en #. Es decir,

mPB=n. (@
Multiplicando (7) por 4 y empleando la igualdad (6), obtenemos
m(BA)=nd =m.

Puesto que m es un elemento arbitrario, de aqui se tiene B4 =@
Anilogamente, multiplicando (6) por & y empleando (7), obtenemos
A B=g¢. Por consiguiente, B es la aplicacién inversa deseada.

7.4. Sustituciones. Las aplicaciones de conjuntos finitos se re-
presentan, generalmente, mediante tablas, colocando en la primera
fila de las mismas los simbolos de los elementos del conjunto dado
en cierto orden y debajo de ellos los simbolos de los elementos que
les corresponden. Por ejemplo,

123

°=(3 12)

es aquella aplicacién dels conjunto de los nameros 1, 2, y 3 en
20

la que el 1 se transforma en el 3, el 2 enel 1 y el 3 en el
empleando la notacién aceptada anteriormente,

lo=3, 20=1 y 30=2

Las aplicaciones invertibles de conjuntos finitos se llaman
sustituciones, Para que uma aplicacion represeniada en forma de
una tabla sea una sustitucién es necesario y suficiente que tanto
en la fila superior como en la inferior aparezcan los simbolos de
lodos tos elementos del conjunto, con la particularidad de que todo
elemento figure solo una vez. Para representar la sustitucién
inversa ¢~' basta, evidentemente, convertir la fila inferior de la tabla
de o en la superior y la superior en la inferior.

Sea F(x,, ..., x,) una funcién de las variables x, ..., x,

sea ¢ una sustitucion de Jos niimeros 1, ..., n. El resultado de
i{a sustitucién o aplicada a las variablesx;, ..., x, de la funcidn F
es, por definicién, la expresién

Fe=Fxyp vy 2.)
De esta definicién se deduce directamente que para cualesquiera
sustitucienes p y ¢ y para cualesquiera funciones F y G de
X, ... X, S€ tiene
F (po)=(Fp) o, (8)
(FGyo=Fa-Go y (F+ G)o=Fo+Go. 9)
Tomemos ahora para la funeién F la expresién
A= H (xi—xp) = (X, —x ) 6, — X5) . (0 —X) (K —2X5).
R

"'{xn-—J._an' (10}

1 "
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Esta claro que para cualquier sustitucion o se tiene Ac= - A.
Si Ao=A, se dice que o es una sustitucion par v, si Ao=—A,
se dice que o es impar. Para toda aplicacion no invertible o, tene-
mos Ao =0. Por esto, para cualquier aplicacién o del conjunto de
los nimeros 1, ..., n tenemos

Ao=g,A,

donde e, =1, si ¢ es una sustitucion par, e,=—1, si o es una
sustitucién impar, y e,=0, si o es una aplicacion no invertible,
El valor del simbolo e, se denomina también signafura de la apli-
cacién o.

Para dos aplicaciones arbitrarias p y o tenemos de las férmu-
las (8) y (9)

SNA =A (pﬂ'} = {Ap)d — spe“ﬁ,
de donde

Bpo = &8,

es decir, la signatura del producto de aplicaciones es igual al pro-
ducto de las signaturas de los factores. Puesto que la signatura de
la aplicacién idéntica es, evidentemente, igual a -1, resulta que
la signatura de la sustitucion inversa siempre coincide con la signa-
fura de la sustitucion dada.

Se llama sustitucion ciclica, o ciclo, (if,...i,) la sustitucién o
en la que i{,0=i,, LO=iy ..., {p_\O=lp, i,0=( e iG={ para
los demds elementos i del conjunio, si es que existen. En particu-
lar, se llama ciclo doble, o trasposicién, (ij} la sustitucién que
cambie los elementos { y / y no altere los demas elemenios. Cam-
- biando los indices 1 y 2 en la expresion (10) para A, veremos
faciimente que A(l 2)=—A, es decir, que el ciclo doble (1 2) es
una sustitucion impar. Por otro lado, mediante calculo directo se
comprueba que

(10020 H=0¢2) y N2 NHN=C1)

y puesto gque, ademds, para cualesquiera p y o siempre 8 =E,
obtenemos

Ein=Centiatn==Ein =28y,
es decir, fodo ciclo doble es una sustitucion impar.
De aqui se deduce, ademas, que el producto de un nimero
impar de ciclos dobles es una sustitucion impar y que el producto

de un nimero par de ciclos dobles es una sustitucién par. En par-
ticular, de la férmula

(123...m)y=(0102)(13)...(1m,
que se comprueba facilmente, se deduce que un ciclo (i, i,... i,) de
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longitud par m es una sustitucién impar y que un ciclo de longitud
impar es una sustitucion par.

Es claro que los ciclos sin elementos comunes representan susti-
tuciones que conmutan. Al mismo tiempo, cualquier sustitucion
puede ser descompuesta facilmente en un producto de ciclos sin
elemenios comunes. Para ello se toma un elemento cualquiera i,
del conjunto y se mira en que elemento i, lo transforma la susti-
tucion. Si resulta que i§, =1, oblenemos para el primer factor el
ciclo unidad (£,), es decir, la sustitucidn idéntica. Si resulta que
i, =1, tomamos la imégen i, del elemento i,. Para i,=i, obtene-
mos el factor en forma del ciclo (i, i,); si {,s&1,, pasamos a conside-
rar la imagen {, del elemento i,. Si resulta que {,=1i,, el ciclo se
cierra y se obtiene el factor (i, i,i{,). etc.; considerando uno tras
otro todos los elementos del conjunto, obtenemos la descomposicién
de la sustitucién en ciclos sin elementos comunes. Por ejemplo,
tenemos

12345
n=(3452 l)=n 3 5)(2 4).

Multiplicando las signaturas de los ciclos obtenemos que e,= —1.

Existe también otra forma para determinar la signatura de uma
sustitucién: mediante el célculo del namero de las asi llamadas
inversiones, Al representar las sustituciones en forma de tablas
hemos convenido en que los elementos del conjunto que figuran en
la fila superior pueden ser dispuestos en un orden arbitrario. Sin
embargo, en el caso en que el conjunto considerado es la coleccion
de los nimeros enteros, podemos convenir en escribir los niimeros
de la primera fila en el orden de crecimiento. En ‘este caso la
sustitucién quedard plenamente determinada al indicar solamente
la fila inferior de la tabla, es decir, al indicar una permutacién
de nimeros. La correspondencia entre las sustituciones y las permu-
taciones, obtenida de esta forma, resulta biyectiva y obtenemos la
posibilidad de representar las sustituciones en forma de tablas de
una fila en lugar de tablas de dos filas. Sea ¢ una sustitucién que
corresporide a la permutacién i, i, ..., i, de los ndmeros 1, 2, ..., n.
Consideremos todos los pares iy, #; (& < {); diremos que el par i,
forma una inversion, si i, >{,. De la relacion

Ao= §[<I£ O I] (xdk_xl)

se ve que e,=1, s es par el numero de factores x;, —x; para los
cuales iy>i, y que eg,=—I1, si el nlmero de estos factores es
impar. Por consiguiente, la paridad de la sustitucion o coincide
con la paridad del nimero de inversionies en la permutacion
bge Gas i Bge
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Ejemplos y problemas

1. Tomemas en el espacio corriente un sistema rectangular de coordenadas
OXYZ. Sea el giro del espacio alrededor del eje OX en 90° en direccion de
OY hacia OZ, sea 53 el giro en 90° alrededor del eje OY en direccidn de 0OF
hacia OX y sea % el giro en 90° alrededor del eje OZ en direccién de 0X
hacia QY. S’;a m el punto de coordenadas (I, 0, 1). Caledlense las coordenadas
de los puntos md, m(BE) y m(EB). Demuéstrese z
que

A= =C'=§ AB % BA y A3 =BA. ]
2. Consideremos dos aplicaciones £ y % de un 'I
conjunto arbitrario I aceptando que %€ es invertible Z1

Tomemos un elemento cualquicra « de SN y sea l‘ /
i

v=u,. La aplicacién & strasladas los elementos u y ;’6

ven unos elementos x e y. Demuéstrese que en eslas \ v
F;mdi;iones la aplicacién §=1.4% transforma x en ¢ - 4
ig. 3). w
3"Sea O un punto arbitrario del plano, sea ¢ el
giro del plano alrededor del punto O en un éngulo
determinado o y sea 3B el lraslado paralelo del pianc
a una distancia @ en una direccién determinada. Demuéstrese que B-L473 es
el giro en el dngulo a alrededor del punto O3 y que 4=1B.4 e el irasiado del
plano a fa distancia @ en la direccién que se obtiene girando en el dngulo o
la direccidn Inicial.

e

Fig. 3.

§ 8. Aplicaciones lineales y sus matrices

8.1, Propiedades elementales. Se llama aplicacion de un espacio
lineal ¥ una ley que a todo vector de £ pone en correspondencia
de nuevo un vector determinado de 2. Una. aplicacién se llama
lineal, si transforma el producto de un namero por un vector en
“el producto del mismo nimero por el vector correspondiente y la
suma de vectores en la suma de los vectores correspondientes.
Abreviando, una aplicacién ¢ se llama lineal, si para cualesquiera
vectores x e y del espacio € y para cualquier nimero o del cuerpo
de coeficientes tienen lugar las igualdades

(oex) A = & (x4), ()

9 A =xA+yd. (2)
Tomando ee=0 en (1), obtenemos
od =0,

es decir, foda aplicacidn lineal transforma el vector nulo en el vec-
tor nufo.

De (1) y (2) también se desprende directamente la siguiente
propiedad principal de las aplicaciones lineales: si 4 es una apli-
cacidn lineal, se tiene

(rgx; b oy - - A 0pX) o = ey () + g (gl o + o, (%42}, (3)
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donde x,, X, ..., X, son vectores arbitrarios de & y a,, O ..y Gn
son nidmeros arbitrarios del cuerpo de coeficientes.

Para la demostracién basta aplicar la induccién segin m. Para
m=1 la férmula (3) coincide con (1). Supongamos ahora que (3)
es valida en el caso de m—1 sumandos. Entonces

Oy Xy oyt k) L= (2, + (ogXy ... + k) A=
= (alxl) A 'Ji' {azxn + B +or.mxm) A=
=, (x,d) +a, (xzd‘l} +... 4o, (x'mtfz}r

que es lo que se queria demostrar. Para m=2, la f6rmula (3) se
convierte en

(o 4 By) A == e (xA) + B (yA), 4)

de donde para B=0 y a=Pf=1 se obtiene de nuevo (1} y (2).
Por consiguiente, Ja propiedad (4) caracteriza totalmente las apli-
caciones lineales y puede servir de definicion de las mismas.

Hemos convenido anteriormente en llamar aplicacién idéntica &
aquella aplicacién que transiorma todo elemento en si mismo. Por
esto, si el conjunto considerado es la coleccion de los vectores de
un espacio lineal £, se tiene

(x4 By) & == ax+ By =& (x&) + B ().

Por consiguiente, la aplicacion idéntica de un espacio vectorial
es lineal. La aplicacién que transforma todo vector en el vector
nulo se llama nula y se indica por G. Estd claro que la aplicacion
nula también es lineal.

Consideremos dos ejemplos concretos. Sea ;i el espacio vectorial
corriente, es decir, ¢l conjunto de segmentos orientados que parten
de un punto fijo 0. Consideremos un plano que pasa por O e indi-
quemos mediante x.4 la proyeccién del segmento x sobre este plano.
Entonces las conocidas propiedades de las proyecciones — 1) la proyec-
cién de una suma de segmentos es igual a la suma de sus proyec-
ciones y 2) si un segmento es aumentado en a veces, su proyeccion
también se aumenta en o veces—pueden ser representadas en forma
de las igualdades

Xt A=xd-tyd y (ax)d=0alxd),

de las cuales se desprende que la operacién de proyeccion es una
aplicacién lineal, .
Como segundo ejemplo consideremos el conjunto de todos los
polinomios en la variable A de orden no mayor que n. Estos poli-
nomios forman, respecto a las operaciones corrientes de adicion y de
multiplicacién por ndmero, un espacio lineal de dimension n+1.
Pongamos en correspondencia a todo polinomio su derivada. Puesto
que la derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas
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de los sumandos y puesto que un factor constante puede ser extraido
del signo de la derivada, resulta que la operacién de diferenciacién
es una aplicacién lineal del espacio de polinomios.

Veamos ahora mediante qué elementos puede ser definida una
aplicacién lineal.

TEOREMA Sea a,, &, ..., a, una base de un espacio lineal 2.
Tomemos en ¢ unos vectores absolutamente arbitrarios b, by, ..., b,.
Entonces existe una aplicacion lineal del espacio 2, y sélo una, que
transforma los vectores a,, a,, ..., @, en los vectores by, b,, .
respectivamente.

Para construir la aplicacion deseada, tomemos un vector arbi-
trario x y representémoslo linealmente en términos de la base
Gy G5 o @ SER

x=8a, 488+ ... +§a, (5)
Consideremos el vector
X = §1b1+§:bg +... +Enbn'

Indiquernos por £ la aplicacidn que transforma x en x'. Por con-
siguiente; si x estd representado por (5), se tiene

xd = E;bl + gtbz o T Enb,,- (6}

Tomando aqui E;=1 y & =0 (js=i, j=1, 2, ..., n), obtenemos
ad=b; (i=1, 2, ..., n), de modo que la aplicacién .4 transforma
los vectores a,, ..., a, en b, ..., b,. Demostremos que 4 es
lineal. Multiplicando (5) por un niimero cualquiera o, tendremos

oax = (ok,) @, + (a&;) a: + . . . + (o) ap-
Comparando este resultado con (6), obtenemos
(m) A= (a‘gl} bl -+ (G’-E‘) bn + i (GE,,} b“,

(%) A == a (x.A). 7

= Hp

es decir,
Sea
Y=+ na+ ... +n,a,
otro vector de £. Entonces se tiene
ty=EG+m)a+EG+nat. . +E+n)a,
y, por consiguiente,
YA =, + by + ... M0,
G+ d=(E+n) 0+ ... +Et Na)ba
De la dltima igualdad resulta
(x‘+‘y) A= §1b1 =+ s -+—§Nb,, +ﬂ1b1 + v nnbn=":"£ +-yd. (8)
Las propiedades (7) y (8) significan que . es lineal.
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Resta probar que toda aplicacién lineal @B que transforma
a, ..., G, en b, ..., b, coincide con 4. Por hipétesis, a,B=b;
({=1, 2 ..., n). Luego, si el vector x estd representado por (5),
se ftiene

x£=§1 (ﬂlﬁ)-}' e +§n (au\%) =§1b1+ L2 +§nbn=x‘)41
es decir, 3=, Hemos demostrado el teorema.

8.2. Matriz de una aplicacién lineal. Veremos ahora cémo se

puede definir una aplicacién lineal mediante ntimeros. Tomemos en
el espacio £ un sistema cualquiera de coordenadas a,, a,, ..., a,
y supongamos dada una aplicacién lineal . de este espacio. La
aplicacion 4 transforma los vectores a,, ..., @, en unos vectores
a,d, aAd, ..., a4 que puedeny ser expresados linealmente en tér-
minos de a,, 4, ..., a,. Sean

G =0y ol . o,
Oy =0y @) + Uy + - . . 0y,

au“‘zr = Q0 + Oy + *ne 'l' e
estas expresiones. La matriz

Cyy Cygg -0 e Uy
A== Far %an - - Cgy

»
Qg Ay o0 Oy

formada por las filas coordenadas de los vectores a,.¢, ..., a,d,
se llama matriz de la aplicacion 4 en el sistema de coordenadas
@, Ay ..., @, Por consigniente, dado un sistema de coordenadas,
a toda aplicacién lineal corresponde una matriz determinada. Surge
la pregunia de si esta correspondencia es biyectiva. La respuesta
es positiva ya que conociendo la matriz A podemos encontrar pri-
mero los vectores

by =uaua, Rl e P I, - P2

by = €ty + Caglly + -« o+ 0@y

bn = Oy + Qpglly +-... + L ynln

y después construir, de acuerdo con el teorema del punto anterior,
la aplicacién lineal 4 que transforma a,, ..., a,en b, ..., &,
respectivamente. Esta aplicacion es tnica y su matriz coincide,
chviamente, con la matriz A que es lo que se queria demostrar.

Veamos qué matrices corresponden a las aplicaciones idéntica
y nula del espacio 2. Sea a,, a,, ..., a, un sistema arbitrario de
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coordenadas de £. Entonces tendremos
a,6=0a,+...4+0-a, a&=1-a+...+0-aq,

e S RN R & TS G YV oemown g @ weies 6N 6
ab=0-a,+...+0-a, a,8=0.a,+4...41-a,

Por consiguiente, la aplicacion nula tiene la matriz nula y la apli-
cacién idéntica tiene la matriz unidad.

Planteémonos el problema: ¢cémo conociendo la matriz de una
aplicacion lineal .4 y las coordenadas de un vector x determinar
las coordenadas del vector x.4?

Sea a,, a,, ..., a, el sistema de coordenadas escogido y sean
EiiBap wui ,GE,, las coordenadas del vector x en el mismo. Indique-
mos por oy, (i, i=1, ..., n) los elementos de la matriz A de la
aplicacion 4 calculados en este mismo sistema de coordenadas.
Tenemos

x=%a+Ea+ ... +Ea,
xd =§, (@A) + B (agd) + . . . +En (@, 4).

Segiin la definicién de la matriz de una aplicacion se tiene
A =ty 0yt oo oy, (E=1, ..., n)
Introduciendo estos valores en la igualdad anterior, obtenemos

xd = Bty + 8%+ - B2 B
i Lt + (§1a1n+§Im!n+ LT +§ﬂmnﬂ) an'

Por consiguiente, la fila de coordenadas del nuevo vector x.4 es
[xA] = {E]ﬂn'jf‘ Ly +§nan1| LI B §1aln+ LT ] +Ena!|'ﬂ] = [x] A»

es decir, la fila de coordenadas del vector nuevo es igual a la fila
de coordenadas del vecior antiguo multiplicada por la matriz de la
aplicacion lineal:

[x4]=[x] A.

8.3. Transformacién de coordenadas. En el punto anterior ha

sido establecida una correspondencia biyectiva entre las aplicaciones
lineales de un espacio vectorial £ de n dimensiones y las matrices
cuadradas de orden n. Sin embargo, para ello ha sido necesario
escoger primero en £ un determinado sistema de coordenadas. Si
cambiamos éste, cambiamos la correspondencia. Tendremos como
resultado que a una misma aplicaciéon lineal £ corresponderan en
los sistemas antiguo y nuevo de coordenadas diferentes matrices 4
y A,. Hallemos la relacién entre las mismas.

Sean a,, 4, ..., @, ¥ @, a;, ..., @; €l antiguo y el nuevo
sistemas de coordenadas sea T la matriz del cambio (véase el
p. 5.1). Indiquemos por fx] y [x], las filas de coordenadas dei
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vector x en el antiguo y en el nuevo sistemas de coordenadas. De
acuerdo con la regla de una aplicacion lineal, tenemos en el sistema
antiguo de coordenadas

[x4] =[x] A.
En el nuevo sistema de coordenadas esta misma regla da
(xA),={x},4,.

Sin embargo, la regla de {ransformacion de coordenadas del p. 5.1
muestra que

[x]=[7 y [xd]=[x4].T.

Introduciendo aqui los valores de [xA], [%4], ¥ [] de las igual-
dades anteriores, obtenemos

[x],TA=[x}, A,T.

Puesto que el vector x es arbitrari», tenemos, aplicando el lema
dei p. 5.1, TA=A,T, o
A,:—*TAT_‘.

Es decir, la matriz de una aplicacion lineal en el sistema nuevo de
coordenadns es igual a la matriz de esta misma aplicacion lineal en
el sistema antiguo transformada por la matriz del cambio reciproco.

Para concluir consideremos el problema de cdmo puede ser
interpretada, desde el punto de vista de la teoria de aplicaciones
lineales, la matriz del cambio de un sistema de coordenadas por
otro. Sean a,, a,, ..., a, ¥ @i, @, ..., 4, dos sistemas de coorde-
nadas dados de un espacio ®. Segfin e} teorema del p. 8.1, existe
una aplicacion lineal &, determinada univocamente, que transforma
el sistema antiguo de vectores coordenados en el sistema nuevo, es
decir, que posee la propiedad

- a,ig'=ﬂ; (=1, 2, iiii n)

Para escribir ahora, segin la regla del p. 8.2, la matriz de la apli-
cacion & en el sistema anliguo, tenemos que expresar todos los
vectores a; en términos de a, ..., a, Pero lo mismo tenemos que
hacer para obtener la mairiz del cambio. Por consiguiente, la ma-
friz del cambio es la matriz de la aplicacion lineal que transforma
el sistema antiguo de coordenadas en el sistema nuevo, calculada en
el sistema antiguo de coordenadas. Es mds, la ultima indicacién
es innecesaria, ya que al calcular la matriz de la aplicacién & en
el sistema nuevo de coordenadas obtendremos la misma matriz del
cambio T. En efecto, si la matriz de la aplicacién & en el sistema
antiguo de coordenadas es T, la matriz del cambio también serd T.
Por lo tanto, la matriz de & en el nuevo sistema serd igual a
TTT=t=T, que es lo que se queria demostrar.
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Ejemplos y problemas

1. Consideremos el espacio de los veciores que perteriecen a un plano y
parten de un punto 0. Demuéstrese que la abiicacién, consistente en el giro de
todos los vectores en un éngulo @ alrededor del punto O, es lineal ¥ que su

oS Senw

matriz es igual a , siempre que el sistema de coordenadas
——SeNnc oS

esté formado por dos vectores perpendiculares de longitud 1,

2. Sea R el espacio corriente de los segmentos orienlados que parten de un
punto O. Tomemos en R un sislema de coordenadas formado por trfs vectores
perpendiculares ¢, e, y ey de longitud |. Demuéstrese que la matriz de la
aplicacién Iirhealo_?, consistente en la proyeccion de los vectores sobre el eje e, es

1

igual a |0 g g » mientras que la matriz de la proyeccidén sobre el plano
0

1 00
€3¢, €S Igual a (D 1 O
0
3. ¢Como cambia la matriz de una aplicacién lineal 4, sl en el sistema de
coordenadas &, e, ..., €, se cambian entre si dos vectores cualesquiera, por

ejemplo, ¢, y e?

4. Toda ap‘!icacién lineal de un espacio de dimensidén uno conslste en la
multiplicacion de todos sus vectores por un misme nfimero.

. Sea { el espacio de todas las matrices cuadradas de segundo orden.
Demuéstrese que la aplicacién f, consistente en la multiplicacién a la derecha
de todas las matrices de € por la matriz [3 _? , es lineal. Héllese la ma-

triz de la aplicacidn  si como sistema de coordenadas de @ se toma el sistema
1 0 01 o0 00
[o o]- [o o]- [ o] ¥ [o 1]-

6. Una aplicacién lineal £ de un espacio @ de cuatro dimensiones tiene en
el sistema de coordenadas €, €, €5 ¥ &g la matriz

1 23 2
—1 0 3 1
215 -1
1 I 2 2

Cudl serd la matriz de esta aplicacidn, si para el nuevo sisiema de coordena-
as se toma el sistema 1) ey, e, €3 ¥ €5 2) €y, 6y 23, €14 2,25 yer+ea+eg+e?

§ 9. Operaciones con aplicaciones lineales

9.1. Multiplicacién de aplicaciones lineales. Sean £ y B dos
aplicaciones lineales definidas en un espacio lineal 2. Aplicando a
cualquier vector x de £ primero la aplicacién 4 y después la apli-
cacion B3, obtendremos un vector

y=(xA)B.
La aplicacién que transforma x directamente en y ha sido llamada
en el p. 7.2 producto de « por B. Por consiguiente,

X(AB) = (xA) B. (1
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Demostremos que el producto de dos aplicaciones lineales es una
aplicacién lineal. Para ello es suficiente demostrar, segin el p. 8.1,
que iiene lugar la igualdad

(ax - By) (A B) = x (AB) + B -y (AB).
En virtud de (1} se tiene
. (ax + B (AB) = ((x + By) A} B.
Puesto que « v B son lineales, resulta
((ax+By) A) B=(c(xA) + B (4A)) B=0a(xAd) B+ (yA) 3B,
es decir.
(o + By) (AB) = ot x (A B) +B -y (AB)
que es lo que se queria demostrar,
Tomemos en el espacio € un sistema de coordenadas e indique-
mos por A y B las matrices de las aplicaciones .4 y B. ¢Como
hallar la matriz de la aplicacién £%B? Indiquemos esta matriz

incégnita por C. Sea x un vector cualquiera del espacio L2 y sea [x]
su fila de coordenadas. Segin la regla de aplicacién lineal, se tiene

[ (4®B)] =[x} C.

Por otro lado, tenemos
[x(AB)] = [(xA) B] = [2A4] B=[x] AB.
Comparando ambos resultados vemos que
[x]C=[x] AB
cualquiera que sea x. De acuerdo con el lema del p. 5.1 de aqui
se deduce que
C=AB,

es decir, la matriz de un producto de aplicaciones lineales es igual
al producto de las matrices de estas aplicaciones.

Consideremos una aplicacion lineal biyectiva A. Si .4 transforma
el vector x en y, la aplicacién que transforma y en x serd la apli-
cacion inversa A~' (véase el p. 7.3). Demostremos que siendo A
lineal, también A" es lineal. En efecto, sea

UAd™l=x y vA~ =y,

donde & y v son vectores arbitrarios de £. Puesto que la aplicacion
A es lineal, se tiene

(oex + Py) A =a-xA+p yAd=ou+ o,
de donde resulta

(ot +Po) A~ =ox+ Py =a-ud ™ 4 B-vd
que es lo que se queria demostrar.
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Siendo A la matriz de la aplicacién £ y X la matriz de la
aplicacion 4£~1, de las relaciones

Ad ' =A"t A =&
se deduce que

AX=XA=E,

es decir, X =A-2. Por consiguiente, la aplicacion inversa tiene la
matriz inversa. En particular, para que una aplicacién lineal sea
invertible es necesario y suficiente que sea invertible su malriz.

De nuestros resultados también se desprende directamente la
siguiente regla: la matriz de la aplicacién A" es igual a A", donde
A es la matriz de la aplicacion A.

9.2. Multiplicacién por nimero y adicién. En este punto y en
el que sigue se supone gque el cuerpo principal X es un cuerpo con-
mutativo. La aplicacién que resulta al aplicar a un vector primero
la aplicacién £ y al multiplicar después el vector nuevo por un
nimero @ se llama producio de « por 4 y se indica por a.. Esta
definicién se puede expresar mediante la férmula

x{ad)=a(xA).

Razonando igual que en el caso de la multiplicacion de aplica-
ciones lineales, veremos facilmente que siendo A wuna aplicacién
lineal, también aA es una aplicacion lineal. Determinemos su matriz.
Supongamos que en un sistema de coordenadas fijado la aplicacion
A tiene la matriz A y la aplicacién a4 tiene la matriz B. Segin
Ia regla de una aplicacién lineal, tenemos

[x(@)}=[x]B y
[x (@t}] = [a (xd)] = @ [xf] = o [x] A =[x] (2A),
de donde resulta que [x] B= [xl] (zA), es decir, B=ad.

Luego, la matriz del produclo de un nimero por una aplicacién
lineal es igual al producto de este ndmero por la matriz de la apli-
cacion.

Indiquemnos, finalmente, las férmulas

a(pl) = (af) 4,
0. 4==06,
l-A=u,
o (AB) = (ad) B = A (aB),
analogas plenamente a las férmulas correspondientes dei célculo de
matrices. La demostracion queda a cargo del lector.

Tomemos ahora dos aplicaciones £ y B de un espacio lineal £
y pongamos en correspondencia a fodo vector x de 2 el vector
x4+ x3. La aplicacion que transforma x en x4 4 xB se indica

9— 1843
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por A4 3 y se denomina suma de £ y 9. Es decir, por definicién,
XA+ B) = xA 4+ xB.
Si las aplicaciones « y & son lineales, se tiene

(ax +By) (A + B) = (ax +By) 4 - (ax + By) B =
=a-xd+B-yd+a-xB+P-yB=
=a{xd + xB) + P (yd +yB) = o-x (A 4 B)+ B - y(A + B).

Por consiguiente, la suma de dos aplicaciones lineales es una apli-
cacion lineal. Determinemos su matriz. Sean A y B las matrices de
las aplicaciones £ y & en un sistema de coordenadas. Sea C la
matriz de la aplicacién 4 3. Tenemos

(x(4+B))=(x]C,

Lx(uz' + BY| =[xA 4 xB] = [x 4] + [xB]=(x] A+ [x] B = [%] (4 - B).
or consiguiente,

[¥]C=[x](A+B) y C=A+8,
es decir, la malfriz de una suma de aplicaciones es igual a la suma
de sus matrices.

Las operaciones con aplicaciones lineales se rigen por las mismas
leyes que las operaciones con matrices. Una parte de ellas, las rela-
cionadas solamente con la multiplicacién, ya las hemos indicado.
Sefialemos ahora también aquellas que se refieren o bien a la adi-
cién o bien a las relaciones entre la adicién v multiplicacién:

(A+BV+E=A+(B+E),
A+G=uA,
a(Ad -} B) =od +aB,
(@4 B) A = ik A Boh,
A{B+C)=AB+ AE,
(A -+ B)E = AC + BE.

Todas estas igualdades se demuestran siguiendo un mismo método:
se toma un vector arbitrario x y se demuestra que la aplicacién
que figura en el primer miembro transforma x en el mismo vector
en el que lo transforma la aplicacion que figura en el segundo
miembro. Por ejemplo,

XA B+ €)= (xA) (B + ) = (xA) B+ (xA) 6,
{ABH AC) =x (AB) 4 2 (AB) = (xA) B+ (xA) &,
de donde resulta que A& (B4 €)= AB+ AE.
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Todas estas leyes también se pueden deducir directamente de las
formulas correspondientes del calculo de matrices. En efecto, existe
una correspondencia biyectiva entre las matrices cuadradas de orden n
y las aplicaciones lineales de un espacio lineal de n dimensiones.
Esta correspondencia posee la propiedad de transiormar la suma en
la suma y el producto en el producto. Por esto, toda identidad
enfre matrices implica una identidad andloga enire aplicaciones li-
neales, que es lo que se queria demostrar.

9.3. Polinomios en aplicaciones lineales. Sca

fRy=a+ar+ ... +o,\”
un polinomio en la variable A. La expresion
flA)y=o e+ ... +a,d7,

donde & es la aplicacion idéntica y . es una aplicacidén cualquiera,
se llama valor del polinomio f(A) para A=uf o simplemente poli-
nomio en A. Si lamairiz de la aplicacidn A en un sistema de coor-
denadas es igual a A, la mairiz de la aplicacion f(A) en este mismo
sistema de coordenadas es

f(Ay=aE4+a, A4 ... 4a,A".

Efectivamente, f () se obtiene de .4 medianie las operaciones de
multiplicacién, de multiplicacién por namero y de adicién. De los
resultados sefialados anteriormente se ve que realizando estas mismas
operaciones con la matriz A se obtiene la matriz de la aplicacion [ (7).

Todas las reglas de operaciones con polinomios en una
variable tienen lugar fambién para los polinomios en una aplicacién
lineal. Por esto, si en alguna identidad entre polinomios en A se
sustituye L por una aplicacién lineal, se obtiene una relacion veri-
dica. Por ejemplo, de las identidades

Me—la(h—1) 41 y A1) 4(R—1p—22r=2
se gbtiene realizando la sustitucion A= .7
A= =(A—E) A+ &) ¥y
(A+EV+(A—&E)P—240=28.
En particular, la identidad
frgM =g fH)

HA) g (A) =g (L)} (A)

que significa qeua los polinomios en una misma aplicacién lineal
siempre conmutan.

La situacion resuita diferente en el caso de polinomios en varias
variables. Esto se debe a que en los calculos con los polinomios se

implica la relacién

sie
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acepta que las variables conmutan. Por esto tenemos, por ejemplo,
las igualdades Aph =A%, Ap®Ap =Alu3, etc.

Sustituyendo en estas igualdades las variables & y p por unas
aplicaciones lineales arbitrarias 4 y B, obtenemos las relaciones

ABA = A*B Yy ABAB= A*F°

que pueden resultar falsas para determinadas aplicaciones lineales.
Esta claro que estas dificultades desaparecen, si las aplicaciones
consideradas conmutan. Por consiguiente, en toda identidad entre
polinomios en varias incégnitas se pueden sustituir estas incégnitas
por aplicaciones lineales arbitrarias que conmutan, obteniéndose
como resultado una relacién veridica entre aplicaciones lineales.

Hemos convenido en que todos los espacios que se consideran
en este libro son de dimensién finita. Sin embargo, esto no excluye
el hecho de que una parte de definiciones y de {eoremas tenga lugar
también para los espacios de dimensi6n infinita. A titulo de ejemplo,
podemos sefialar las definiciones de aplicaciones lineales y de las
operaciones con las mismas y aquellas propiedades de las aplicacio-
nes lineales, expuestas en este paragrafo, que no estan relacionadas
con matrices.

Ejemplos y problemas

1. Sea f el conjunto de todos los pollnomios en A de grado =<n. Sea &) la
aplicacién que transforma todo polinemio f (L) en su derivaga F{3). Demuéstrese
que @"+1=(G. Hallese la matriz de &) en el sistema de coordenadas 1, A,..., A1,

2. Sea § el espacio de dimensién infinita de todos los polinomios en A. In-
diquemos par €0 la operacién de diferenciacién y por % la operacidn de multi-
plicacién de polinomios por A. Demuéstrese que ambas operaciones son lineales
y que estan ligadas por las relaciones

ErED—DE =nE"~! (=12, ...).

3. ¢ Por (iué no se puede considerar la aplicacién &, indicada en el probiema
anterior, en el espacic de polinomios de grade ne mayor de n?

4. Las aplicaciones lineales de un espacio £ forman, respecto a las operacio-
nes de adicién y dc multiplicacién por nimere, un espacio lineal. ¢Cual es la
dimensidn de este espacio, si la dimensién de  es igual a a?

§ 10. Rango y defecto de una aplicacién lineal

Hasta el momento hemos considerado aquellas propiedades de las
aplicaciones lineales que se refieren principalmente a las reglas de
las operaciones con las mismas. Estudiemos ahora algunas propie-
dades de cardcter méas bien geométrico.

10.1. Nicleo y dominio de valores. Sea M un conjunto de vec-
tores de un espacio lineal £ y sea £ una aplicacién lineal cual-
quiera del dltimo. Todo vector a de M se transforma por ta apli-
caclén lineal « en un nuevo vector a4 que es la imagen del
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vector a. En general, esta imagen no pertenecerd a M. El conjunto
de las imagenes de todos los vectores de Mt se llamara imagen de M
respecto de ¢ y se indicara por 9.Z. Convendremos en llamar ima-
gen rectproca del conjunto M el conjunto de todos los vectores de ¥
cuyas imagenes pertenezcan a 2t

TEOREMA . Las imdgenes y las imdgenes reciprocas de los subespa-
cios lincales de un espacio ¥ respecto @ una aplicacion lineal cual-
quiera A son también subespacios lineales.

En efecto, sea A un subespacio lineal de £. Mostremos que 9./
es también un subES{)acio lineal. Tomemos en ¥4 unos vectores a
y b cualesquiera. Estos vectores son las imagenes de unos vectores x
e y de U, es decir, a=xA v b=yA. Puesto que U es un subes-
pacio lineal, el vector ax+ Py pertenece a ¥ cualesquiera que sean
y B. Por ello, el vector (ox-By) .« también perienece a 9.A. Pero
tenemos

(x4 By) A =t xd + Byl = aa+ po,

es decir, A4 conliene el vector aa--Pb vy, por consiguiente, es un
subespacio lineal. De forma andloga se demuestra también que la
imagen reciproca de un subespacio lineal 9 es un subespacio lineal.

Se llama nicleo de una aplicacion lineal .4 el conjunto de to-
dos los vectores de & que se transforman por la aplicacion « en el
vector nulo y se lama dominic de valores de . el conjunto de las
iméagenes de todos los vectores de £, La dimensién del dominio de
valores se llama rango de la aplicacion y la dimension del nacleo
se llama defecto de la aplicacion.

TEOREMA 2. Lg suma del rango y del defecfv de una aplicacion
lineal A es igual a la dimension del espacio L.

Indiquemos por M el nicleo de la aplicacion f y supongamos
gue d es la dimension del nacleo M. Indiquemos por r la dimension
el dominio de valores €.4. Por definicion, d y r son, respectiva-
mente, el defecto y el rango de la aplicacion .Z. Tomemos en el
dominio de valores ¥.{ una base a,, a,, ..., a, yseanb,, b,. ..., b,
unos elementos dei espacio £ que se transforman por la aplicacion , £
en a,, & ..., 4, respectivamente. Los vcctores b, b,, ..., b, son
linealmente independientes, ya que de la relacion

ab, +ab,+...Fad. =0
se deduce que
{aby, +ol, .. Fab)d =, ‘a4 ... +aa =0,
y. puesto que a,, a,, ..., a,son linealmente independienies, se ticne
A=y =..,.=o, =0,

Consideremos el subespacio M tendido sobre los vectores b, 4,
...y b,. El sistema b,, ..., b, es una base de M y por ello lu
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dimension del subespacio Wt es igual a r, es decir, al rango de la
aplicacion . Demostremos que el espacio £ es la suma directa de
los subespacios M y M. Para ello es suficiente demostrar, segin el
p. 6.2, que MAN={o} v que &=1+N Demostremos lo primero.
Todo vector de M es de la forma

b=ob,+ob,+ ... +ab.
Si b pertenece a N, se tiene bAd =0, es decir,
(a4 ... +ob)d=aa+... 4aa =0
Pero los vectores a,, ..., a, son linealmente independientes y por
esto ¢, =...=¢a,=0, de modo que b=0 que es lo que se queria

demostrar. Resta probar que &= -+-9. Tomemos un vector cual-
quiera a de £. Su imagen a«{ perienece a ¥.f v, por consiguiente,

se expresa linealmente en términos de a,, ..., a,.
aul =, @, . .. ~f @,
Sea
b=ab,toby+...+ab y a—b=c.
Puesto que

bd=a byl +.. . 4o -bd=oa+... +o,a =ad,

se tiene
cd=la—bA=ad—bd=0.

Por consiguiente, ¢ pertenece a 9. Es decir, tenemos
a=b+c (beM, cely
pero esto significa precisamente que

=90t 9N.

Como que esta suma es directa, la dimension del espacio 2 es igual
a la suma de las dimensiones de los subespacios Wi y M, es decir,
es igual a la suma del rango y del defecto de la aplicacion ..
Hemos demostrado el teorema.

Consideremos un ejemplo. Sea M el espacio corriente de los seg-
mentos orientados que parten de un punto 0. Tomemos un plano
cualquiera § que pase por el punio O e indiquemos por @ la ope-
racién de proyeccion ortogonal sobre 9. La aplicacion P transforma
todo el espacio 9 en el plano P. Es decir, Sil;es el dominio de va-
lores de la aplicacién & y el rango de & es igual a 2. El nicleo
de la aplicacién 5 estd compuesto por los vectores que pertenecen
a la recla que pasa por el punto O y que es perpendicular al
plano §}, ya que solamente estos vectores son transformados por la
aplicacion # en el nulo. Por consiguiente el defecto de & es igual
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a 1. La suma del 1ango y del defecto de la aplicacién 2 es igual
a 3 tal y como debe ser segin el teorema 2.

10.2. Aplicaciones singulares y regulares. Mas arriba (en el
p. 9.1} hemos sefialado que no toda aplicacién es invertible. En ¢
sutesivo las aplicaciones lineales invertibles serdn llamadas regulares,
mientras que las aplicaciones no invertibles se llamarin singufares.
En el p. 9.1 hemos encontrado en forma matricial las condiciones
que garantizan que una aplicacion lineal sea regular, Queremos dar
ahora a estas condiciones un caracter geométrico.

TEOREMA 3. Para que una aplicacion lineal A de un espacio
sea regular es necesario y suficienfe que el nicleo de esta aplicacion
sca nulo, es decir, que el defecto de A sea igual a cero.

DEMOSTRACION. Si la aplicacién dada £ es regular, todo vector
debe tener s6lo una imagen reciproca; en particular, s6lo una ima-
gen reciproca debe tener el vector nulo o. Puesto que o siempre es
una imagen reciproca del vector nulo y puesto que en este caso el
nicleo estd compuesto sélo de un vector, éste sera precisamente el
vecior o.

Viceversa, sea el defecto de £ igual a cero. En virtud del ieo-
rema 2, de aqui se deduce que el rango de £ es igual a ta dimen-
sion de 2, es decir, que la dimension del dominio de valores
L4 es igual a la dimensién de €, Por consiguiente, 24 = &; vemos,
pues, que todo vector de £ esla imagen de un vector de 2. Si de-
mostramos que la aplicacién £ transforma diferentes vectoresay b
en diferenies vectores, esto significard precisamente que la aplica-
cion £ es invertible (p. 7.3). Pero de ad =bA se deduce que
- (a—b) A4 =0. Puesto que, por hipétesis, el nicleo de £ es nulo,
fenemos a—b=o0, es decir, a=0b que es lo que se necesitaba. Hemos
demostrado el teorema.

La igualdad a cero del defecto de .4 equivale a la coincidencia
del rango de £ y de la dimensién del espacio . Por ello, el teo-
rema 3 puede ser enunciado también en la forma siguiente:

TEOREMA 4. Para que una aplicacién lineal A de un espacio £
sea regular es necesario y suficiente gue el dominio de valores de .
coincida con &, es decir, que e rango de J sea igual a la dimen-
sion de 2.

Una aplicacién biyectiva de un espacio lineal sobre otro se de-
nomina isommorfismo, si transforma una suma de vectores del primer
espacio en la suma de los vectores correspondientes del segundo
espacio y si transforma, ademds, el producto de un nimero por un
vector del primer espacio en el producte del mismo niimero por el
vector correspondiente del segundo espacio (p. 4.3). Si ambos espa-
cios lineales coinciden, obtenemos una aplicacion isomorfa de un
espacio lineal sobre si mismo. Toda aplicacién de este tipo se llama
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automorfismo de un espacio lineal. La definicién de automorfismo
coincide, obviamente, con la definicibn de una aplicacién lineal
regular. Por consiguienfe, las aplicaciones lineales regulares de un
espacio £ pueden ser consideradas como automorfismos de este espa-
cio. De la definicion misma de automorfismo resulta que los auto-
morfismos de un espacio # son aquellas superposiciones del espa-
cio € sobre si mismo que conservan {odas sus propiedades geométricas,
es decir, las propiedades que se enuncian en términos de las opera-
ciones de adicion y de muliiplicacion por namero.

Consideremos dos aplicaciones lineales arbitrarias £ y B de un
espacio £. Convendremos en llamar estas aplicaciones isomorfas o
semejantes, si existe un automorfismo % del espacio & que transfor-
ma una aplicacién en la otra.

Sea u un vector de & y sea v=us. El automoriismo € trans-
forma u en un veclor x y v en un vector y. Se¢ dice que € trans-
forma la aplicacién 4 en B, si xB=y (véase la fig. 3). Puesto
que x=u® e y=v¥, de la igualdad xB =y resulta

uB=v€ y ubBE '=v=ud.
De aqui
EBE"'=A y B=¥"148. (1)

Por consiguiente, una aplicacion B es isomorfa a una aplicacion A
si, y solo si, se obtiene transformande A por un automorfismo del
espacio £, es decir, por una aplicacion regular de este espacio.

Tomemos en £ un sistema de coordenadas y sean A, By C
las maftrices respectivas de las aplicaciones £, By €. Entonces
la igualdad (1) equivale a la relacién matricial

B=C—AC

y llegamos a la siguiente conclusion: para que dos aplicaciones li-
neales de un espacio & sean isomorfas es necesario y suficiente que sus
mairices sean semejantes.

Debemos considerar las aplicaciones isomorfas como aplicaciones
que lienen las mismas propiedades geométricas. De aqui la impor-
tancia de saber clasificar, salvo un isomorfismo, todas las aplica-
ciones lineales. Algebraicamente este problema equivale a la clasi-
ficacion, salvo semejanza, de todas las matrices cuadradas de orden n.
El problema de cIJasiiicacién de todos los espacios lineales sobre
un cuerpo dado se resuelve sin dificultad (véase el p. 4.3); en
camhio, el problema de la clasificacion de las aplicaciones fineales
exige para su resolucién un estudio mas detailado de las propieda-
des de las aplicaciones lineales. Este problema quedara totalmente
resuetio sblo en el capitulo siguiente.

Sefialemos, para concluir, una propiedad mas de las aplicaciones
lineales isomorfas: para que las aplicaciones lineales i y & sean
isomorfas es necesario y suficiente que exisfan unos sistemas de coor-
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denadas en los que estas aplicaciones se representen por una misma
matriz.

En efecto, si £ y B son_isomorfas, sus matrices estan ligadas
por la retacion A =CBC-!. Pero esta relacion muesira que, si pa-
samos del sistema de coordenadas dado a ofro de manera que la
matriz del cambio sea C, la matriz de la aplicacién 5 en el nuevo
sistema de coordenadas sera A, es decir, coincidird con la matriz
de la aplicacidn £ calculada en el sistema antiguo de coordenadas.
Viceversa, si la matriz A de la aplicacién « en el sistema de coor-
denadas a,, ..., a, coincide con la matriz de la aplicacion B cal-
culada en el sistema de coordenadas a), ..., a, y si C es la matriz
del cambio del primer sistema de coordenadas por el segundo, ten-
dremos que las matrices de las aplicaciones £ y @B en el segundo
sisterna de coordenadas seran iguales, respectivamente, a CAC-!
y a A, es decir, serdn semejantes, que es lo que se queria demostrar.

10.3. Rango de la mairiz de una aplicacién. En el p. 10.1
hemos iniroducido el conceplo del rango de una aplicacién lineal.
Por ofro lado, conocemos del p. 5.2 el concepto del rango de una
matriz que es el n(mero mdaximo de sus filas lineaimente inde-
pendientes. Surge el problema sobre la relacion que existe entre
estos conceptos. La respuesta viene dada por el teorema siguiente:

TEOREMA 8. El rango de una aplicacién lineal cualquiera A de
un espacio & coincide con el rango de la matriz de esia aplicacion.

Sea a,, ..., a, un sistema de coordenadas de £. El dominio
de valores de la aplicacion 4 esta compuesto por las imagenes de
los vectores del espacio £, es decir, por vectores de tipo

(ot ody + oo o) A =y (@, L)+ oy (@el) - o A (@),

De aqui se desprende que el dominio de valores de la aplicacion
A es el subespacio tendido sobre los vectores a,, ..., a,..
-El rango de . es igual a la dimension del dominio de valores y,
por consiguiente, al nimero maximo de vectores linealmente inde-
pendientes entre los vectores a,f, ..., a,4 (p. 6.1). Sea

gl =0y,a -t 00,
Ayl = og,dy + gty + .. A Oya,,

i ﬂ,,ne = 0"I'ilﬂl + u‘m!a? + A 8 + am‘“n'
L.a matriz
Clyy Cyg v "Gy 7
i Oy, Qgg + = Cyn

a'rll aﬂ" S &ﬂﬂ

es la matriz de la aplicacion 4. Las filas de esta matriz son las
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filas de coordenadas de los vectores a4, ..., a,4. Luego, el ni-
mero maximo de vectores linealmente independientes entre los
vectores @,uf, ..., d,J es igual al nimero maximo de filas lineal-
mente independientes de la matriz A, es decir, es igual a su rango
que es lo que se queria demostrar.

Se ilama defecto de una matriz cuadrada la diferencia entre su
orden y su rango. De los teoremas 2 y 5 se desprende direclamente
que el defecto de una aplicacion lineal es igual al defecto de su matriz.

. Consideremos a titulo de ejemplo un sisterna de n ecuaciones lineales homo-
géneds

iy +Eda+ .o Eay =0,
Eitpe +Eataa+ oo FEnpa =0, 2

Eitint+Eatant - - - FEann=0,

con n incognitas §,. Ep, ..., E,. Queremos estudiar las soluciones de este siste-
ma. Geométricamente este problema puede ser inlerpretado de la forma siguiente,
Tomemos un espacic lineal cuaiquiern £ de a dimensiones y escojamos en é) un
sistema de coordenadas a,, ..., @, Convengamos cn interpretar las magnitudes
incégnitas &, ..., t, como las ccordenadas de un vector x de £. Consideremos
la aplicacion lineal 4 de este espacio cuya matriz A estd compuesia por los
clementos ay (i, j=1, 2, ..., n). El sistema de ecuaciones (2) puede ser re-
presentado en la forma
*x] A=0
o en la forma vectorial

xA=o0.

De aqui se ve gue las soluciones del sistema (2) son las filas de coordenada
de los veclores pertenecientes al nicleo de la aplicacién 4. Puesto que la di-
mensién del nicleo coincide con el defecto de la aplicacién y el defecto de Ia
aplicacién es igual al defecto de su matriz, llegamos al conocide teorema de la
teoria de los determinantes: el ndmero mdximo de soluciones linealmente indepen-
dientes de un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales con n incégnitas es igual
af defecto de la mairiz de este sistemu.

Ejemplos y problemas

3 1. En el espacio de filas de longitud 4 se ha tomado e} sistema de coorde-
nadas
ep=|[1, 0, 0, 0], ex=[0,1,0,0], es=[0,0,1,0] y e,=[0,0,0, 1]

Héllense el niicleo y el dominio de valores de las aplicaciones lineales definidas
por las matrices =

2 2100 31 1 3 51
0 210 21 2 f.3]
3| 20" oo0]¥14 7133
0 0 00 el 11

2. Sea 4 una aplicacién lineal de un espacio € y sea T un subespacio
lineal de &. Demuéstrese que la dimensién de la imagen del subespacio 1R sa-
tisiace las desigualdades

dim. M —dei. ,f = dim. Vi 4 < dim. .
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3. 81 wly y . son unas aplicaciones lineales arbitraria y regular, respec-

tivamente, se ticne
rango (v’l’idfs} = rango {v:{w."!'ll" ~=rango J[l'

4. Sean oy y o{, unas aplicaciones lincales cualesquiera de un espacio li-
neal ¥. Eutonces se tiene

rango (o -+ ofy) =5 rango ol + rango Jl,,
def. (Ao, = def. ;4 def. 4,

rango (A2} =< rango oy y rango (u,.4s) < rango ;.
5. Toda aplicacién lineal de rango m puede ser representada en forma de
una suma de aplicaciones de rango I.
6. Para que una matriz 4 de orden n fengn el rango no mayor que | es
necesario y suficiente que A pueda ser representada en la forma

Sy
%
A= ::! [BaBz- . Bal =1l aiﬁ; 18
“H
donde o; y fi; son nimeros determinados.

§ 11. Subespacios invariantes

11.1. Aplicacion inducida. Se dice que un subespacio N de
un espacio lineal ¥ es invariante respecto a una aplicacion o si todo
vector de 9 se lransforma por la aplicacion .4 de nuevo en un
vector de 9, es decir, si

A A,
De esta definicion se desprende directamente que los subespacios
impropios (el subespacio nulo y el propio espacio ¥) son invarian-
tes respecto a cualquier aplicacion lineal. También directamente
se deduce la proposicién de que loda suma y loda interseccion de
subespacios invariantes es de nucvo un subespacio invariante.

Observemos ademds que siendo un subespacio U invariante res-
pecto a una aplicacion A, N fambién serd invariante respecto a
la apticacion [ (.1), donde [(A)=c,&+o,d+... +a,4™ es un
polinomio arbitrario en ..

En efecto, si a es un vector de 9, el vector au estd confenido,
por hipotesis, en A. De aqui se deduce que (a.d} .4 =ad® estad
contenido en ¥, etc. Vemos, por consiguienie, que el vector a.g*
pertenece a 9 cualquiera que sea k>0. Pero en este caso 9 con-
tiene también todas las combinaciones lineales de estos vectores;
en particular, 9 contiene el vectlor

af (A)=oa+o,ad ... +o,- adn,

que es lo que se queria demostrar.
Los mélodos de determinacién de los subespacios invariantes
seran considerados en el p. 11.4 y en el § 12; ahora, queremos
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s6lo explicar como se pueden aprovechar los subespacios invarian-
tes para simplificar la matriz de una aplicacién.

Sea ¥ un subespacio invariante no trivial de una aplicacién
lineal . Tomemos en A una base a,, a,, ..., a, complementan-
dola con vectores linealmente independientes a,,,, ..., @, hasta
obtener una base de todo el espacio €. Para hallar la matriz de
la aplicacién . en el sistema de coordenadas a,, ..., an Qpsrs

-, @, es necesario expresar linealmente los vectores a,, ..., a,.4
en términos de los vectores coordenados a,, ..., a, Pero el subes-
pacio ¥ es invariante y, por ello, los vectores a.Z, ..., a,.4
pertenccen de nuevo a ¥ y se expresan linealmente en términos

de a@,, ..., a,. Por consiguiente, tenemos
ad =a,a e o T P
apd  =a,a, ...t .a..

(1)

L T TR T T - PP: SRR . AN
.1 =a,,Q, I S - S S T
es decir, la matriz de la aplicacion .7 es igual a

. wis: O 0 s ) 7

. .

- il T 0

4 0 _ A, 0 9
T iy oo Rigrim Cmit,mer o %mar,n | |B A, ) @

Lanl e Gy O m+1 v Gy

Resumiendo, si una aplicacion lineal posee un subespacio lineal
invarianie, su malriz en un sistemn de coordenadas adecuado se
descompone en cuatro células con la particularidad de que las célu-
las diagonales son cuadradas, mientras que la célula superior de
la derecha puede resuller rectangular, pero formada infegramente
por ceros. Las matrices de este fipo han sido llamadas en el p. 2.1
sermidescompuestas. Reciprocamente, si en un sistema de coordenadas
ta matriz de upa aplicacion lineal . liene la forma semidescom-
puesta (2). las igualdades (1) muestran que en este caso el subes-
pacio A iendido schre los m primeros vectores coordenados serd
invariante respecto de .¢.
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Geométricamente la matriz A, puede ser interpretada de modo
siguiente. Tenemos que la aplicacion .{ transforma todo vector
de % de nuevo en un vector de ¥, Por esto . puede ser conside-
rada también como una aplicacién del espacio . Indiquemos esta
aplicacién por £, y convengamos en Ilamar .4, aplicacion inducida.
Las aplicaciones £ y £, actian sobre los veclores del subespacio
¥ idénticamente: si a es un vector de ¥, se tiene a4 =ad,. La
diferencia entre estas aplicaciones consiste en que tienen distinlos
campos de definicion: si a es un vector del espacio principal €
que no pertenece a ¥, la operacién ad tiene sentido, mientras
que a4, no lo tiene.

Las primeras m igualdades del sistema (I) muestran que A, es
la matriz de la aplicacion inducida A, en el sistema de coordena-
das a,, @, ..., Qp-

11.2. Suma directa de subespacios invariantes. Hemos conside-
rado el caso en que la aplicacion lineal « tiene sélo un subespacio
invariante. Supongamos ahora que . posee dos subespacios inva-
riantes 9, y 9, y, es mas, supongamos que e] espacio & es la suma
directa de estos subespacios. Tomemos en 91, y 9, unos sistemas
de coordenadas a,, ..., @5 ¥ @puy, .- -, @, respectivamente. Segin
el p. 6.2, los vectores a,, ..., Gp Qniyr --., G, forman un sistema
dc vrordenadas de £. Veamos la forma que toma en este sistema la
matriz de la aplicacion . Por hipdtesis, los veciores a,4, ..., a,4
pertenecen a A, y los vectores a, .4, ..., a4 pertenecen a ¥,.
Luego, tenemos

aAd=a,8 + ... +0,0,,

Al = Q@ = o o0 F s @)
amil"'z e a’nﬁ-‘l, m+lau+‘l+"-+aa!+lm Ay J

ayAd = Ca, met@mer e Gl

Por consiguiente, la matriz de la aplicacién .¢ resulta ser igual a

Oy vee Oy O e 0 1
%, ...ot,,,,,,lj e 0 4, 0
A= Ul.-- 0 Un+i.m+1 ++* Fmain -_—[O'A]. '4)
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es decir, resulta ser descompuesta. Sean 4, y 4, las aplicaciones
inducidas en los subespacios 9, y 2, por la aplicacién £. De las
igualdades (3) se deduce que A, y A, son las matrices de las apli-
caciones «, y ., en los sisternas correspondientes de coordenadas.

Resumiendo, si un espacio £ se descompone en una suma directa
de subespacios invariantes respecto a una aplicacion lineal A, la
mairiz de la aplicacién A calculada en un sistema adecuado de coor-
denadas toma la forma celular diagonal y sus células diagonales
representan las matrices de las aplicaciones inducidas por la aplica-
cion A en los subespacios invarianies. .

Hemos demostrado esta proposicién s6lo en el caso de una suma
de dos subespacios invariantes. Sin embargo, todos los razonamien-
tos se traspasan sin modificaciones al caso de un nGmero arbitrario
de sumandos.

Supongamos ahora lo contrario aceptando que en un sistema de
coordenadas la matriz de la aplicacién .4 toma la forma descom-
puesta (4). Entonces de las igualdades (3) se desprende que el espa-
cio A, tendido sobre los m primeros vectores coordenados y el
espacio 2, tendido sobre los restantes vectores coordenados serdn
invariantes respecto de 4. Es obvio que la suma 9, 4%, es directa
y coincide con 2. Por consiguiente, la condicién de que la matriz
de la aplicacion £ se reduce a la forma celular diagonal, ademas
de ser necesaria, es también suficiente para que £ sea la suma di-
recta de los subespacios invariantes respecto de ..

Examinemos el problema siguiente. Se tiene una descomposicién
de un espacio € en la suma directa de unos subespacios lineales

L= +A+...+U%,
y en cada subespacio ¥, se tiene una aplicacién lineal ;. ¢Existe
una aplicacién lineal £ del espacio £ respecto a la cual todos los
subespacios #; son invariantes y que induce en todo ¥, la aplica-
cidn 4,2 ¢Sera esta aplicacion anica? La respuesta es, obviamente,
afirmativa. En efecto, tomemos en cada uno de los subespacios 9,
una base a;,, @, ..., Q;,, € indiquemos por A; la matriz de la

aplicacion «; en este sistema de coordenadas. Consideremos la ma-
triz celular diagonal

A=A1-|.-A!-i- ---4';‘:'

El sistema formado por los vectores @y, «-v, @upy = v vy Qogy + vy Qum,
es una base del espacio . En esta base ala matriz A le corres-
ponde una aplicacion lineal & del espacio £. En virtud de lo
expuesto anteriormente, la aplicacién £ satisface todas las condi-
ciones de nuestro problema. Esta aplicacién es unica, ya que su
matriz en el sistema de coordenadas indicado se ¢.:termina univo-
camente por las condiciones del problema.

1m,
a
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11.3. Polinomio caracteristico de una aplicacion. En este punto,

asi como en el siguiente, se supone que el cuerpo principal es un cuer-
po conmutativo. Tomemos una aplicacién lineal cualquiera £ de
un espacio lineal £ de n dimensiones. Escogiendo en £ un sistema
de coordenadas determinado a,, ..., a, podemos calcular la matriz
A de la aplicacién 4. El polinomio caracteristico @ (A)=|1E —A|
de la matriz A se llama polinomio caracteristico de la aplicacion A.
Si tomamos otro sistema de coordenadas af, ..., a, e indicamos
por 7 la matriz del cambio, la matriz de la aplicacién « en el
nuetvfa sistema de coordenadas serd, de acuerdo con el p. 8.3, la
matriz

A,=TAT-1,

es decir, la matriz semejante de A. Sin embargo, en el p. 3.2 he-
mos demostrado que las matrices semeijantes tienen los mismos po-
linomios caracteristicos. Por consiguiente, el polinomio caracteristico
de una aplicacion A no depende del sistema de coordenadas en el gue
se calcula.

El grado del polinomio caracteristico es igual al orden de Ia
matriz A y el orden de la matriz A es igual a la dimensién del
espacio £. Por esto, el grado del polinomio caracteristico de una
aplicacion. /4 es igual a la dimension del espacio en el que actia
esta aplicacién.

La suma de las raices del polinomio caracteristico es igual a Ia
traza y el producto de las raices es igual al determinante de la
matriz A. Puesto que el polinomio caracteristico de «4 y, por con-
siguiente, también sus raices no dependen del sistema de coorde-
nadas, tampoco la traza y el determinante de A dependerin del
sistema de coordenadas. Por esta razén la traza y el determinante
de la matriz de una aplicacion £ se llaman fraza y determinante de
ta aplicacion A.

Si el espacio £ se descompone en una suma directa de los
subespacios ¥, y A, invariantes respecto de £, la matriz de la
aplicacion 4 toma, en un sistema de coordenadas adecuado, la forma

celular diagonal
A, O
A= "
0 A,

Segin el p. 3.3. el polinomio caracteristico de la mairiz A es igual
en este caso al producto de los polinomios caracteristicos de las
matrices A, y A,. Pero A, y A, son las matrices de las aplicacio-
nes lineales inducidas por la aplicacién « en los subespacios inva-
riantes A, y ¥,. Por lo tanto, si un espacio @ se descompone en la
suma directa de subespacios invarianfes respecto a una aplicacion
lineal A, el polinomio caracteristico de la aplicacion A es igual al
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producio de los polinomios caracteristicos de las aplicaciones inducidas
por la aplicacion £ en los subespacios invariantes.

Segin el teorema de Hamilton—Cayley (p. 3.2), toda matriz
cuadrada A es raiz de su polinomio caracteristico @ (A), es decir,
¢ (A)=0. Sea £ una aplicacién lineal de matriz 4. La matriz de
la aplicacién @ (A) es, de acuerdo con el p. 9.3, @(4). Como que
esla matriz es nula, tenemos ¢ (4)=6. Por consiguiente, foda apli-
cacion- lineal es raiz de su polinomio caracteristico.

Se llama polinomio minimo de wuna aplicacion lineal A el poli-
nomio de menor grado de coeficiente principal igual a 1 para el
que la aplicacion . es una raiz. Sea A la matriz de la aplicacion
« calculada en un sistema de coordenadas. Puesto que las relacio-
nes f(A)=0 y [(A4)=6, donde f(A) es un polinomio arbitrario,
son equivalentes, resulta que el polinomio minimo de una aplicacion
coincide con el polinomio minimo de la matriz de esta aplicacion.

Si el espacio € se descompone en suma directa de subespacios
invariantes respecto a una aplicacion «, la matriz de la aplicacitn
«f, en un sistema de coordenadas adecuado, se descompone. El poli-
nomio minimo de una matriz descompuesta es el minimo comin
miltiplo de los polinomios minimos de sus células diagonales (p. 3.3).
Por esto, el polinomio minimo de una aplicacién £ serd igual al
minimo comn mdltiplo de los polinomios minimos de las aplica-
ciones inducidas por la aplicacion .4 en los subespacios invariantes.

11.4. Vectores propios y valores propios. Continuemas suponiendo
que el cuerpo principal es un cuerpo conmutativo. Queremos ahora
estudiar mas detalladamente los subespacios invariantes de una di-
mension, Introduzcamos primero la definicién siguiente. Un niimero {
se llama wvalor propio de una aplicacion lineal «, si existe en el
espacio € un vector no nulo a, fal que

ad =ta. ()

Todo vecfor que satisface esta relacion se llama vector propio de la
aplicacion A correspondiente al valor propio .

La bisqueda de los vectores propios y la bisqueda de los subespacios
invariantes de una dimensién son problemas equivalentes. Efectiva-
mente, sea @ un vector no nulo propio de una aplicacion £ y sea §
su valor propio correspondiente. Consideremos el subespacio de una
dimensién U tendido sobre el vector a, es decir, el conjunto de todos
los vectores de tipo «a. La relacion

(za) A = o (ad) =La-a (6)

muesira que 2 es invarianie respecto de 4. Recipracamente, sea
un subespacio de dimension uno invariante respeclo de 4. Tome-
mos en A un vector arbitrario no nulo a. Puesto que 9 es de una
dimension, todos los vectores de ¥( son de la forma aa. Por hipé-
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tesis, a4 pertenece a 9; luego,
ad =ta,

es decir, g es un vector propio de la aplicacién & correspondiente
al valor propio {. La igualdad (6) muesira que todos los demis
vectores de 9 también son vectores propios correspondientes al va-
lor propio C.

Escojamos en el espacio € un sistema de cuordenadas a,, ..., «,
y sea f{=|f0£,-,-|| la matriz de una aplicacion lineal .Z en este sis-
tema. Indiquemos por a algin vector propio no nuio de la aplica-
cion 4. Sea [E,, &, ..., &] la fila de coordenadas del vector o v

sea L el valor propio correspondiente. Pasando en la iguaidad {3)
a las coordenadas, obitenemos

la} 4 =¢[a], 17

EIQ] 1 4 Egaﬂ T guam = g;—:l .
Elal! -+ Egagg T = _Eno;m = ;Eg_

R A 8)
: B 500 + oo Etyn =L )
Pasando todos los términos a un misino miembro, obtenetrios
Le—a,)—Ea,—. .. =L, =0, l
—E g+ E C—ay)—... =k, =0, )

—glﬁm—ge{xﬂ,—, . '*"gn @_aimi =1.

Este sistema puede ser considerado como un sistema de n ecuacio-
nies lineales homogéneas con n incognitas g,, B, ... L. Puesto que
las coordenadas del vector no nulo propio a satisfacen el sisterna (9,
tenemos (véase el p. 10.3)

E—ay —ay ... —ay,
-0y b—a, ... —«
T ST e T | _tE— A=, (10)
_aﬂl _a‘n! e ; —

donde £ es la matriz unidad. Pero |AE— A| es el polinomio carac-
teristico de la matriz A; por ello, de la igualdad (10) se desprende
que fodos “los valores propios de una aplicacién liveal son raices de
su polinomio caracteristico. Reciprocamente, si { es una raiz del pu-
linomio caracteristico de una aplicacién & que perlencce al cuerpo
conmulalivo de coeficientes del espacio lineal, resulta que § es un vu-
lor propio de la aplicacidn A. lfr?eiecle, la igualdad (10) muestra
que el rango de ta matriz del sistema (9) sera menor que n; por

10—1843
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consiguiente, este sistema tendra al menos una solucién no nula,
Indicando esta solucién por [E, &, ..., &,], obtenemos directa-
mente de (8) y de (7) que el vector a de coordenadas §,, &, ..., &,
sera el vector propio no nulo deseadov.

Se llama multiplicidad de un valor propio £ de una aplicacién
lineal .4 la multiplicidad que tiene £ como raiz del polinomio ca-
racteristico de la aplicacién 4.

Considerernos un ejemplo. Supongamos que en el espacio lineal
real de tres dimensiones de base a,, a, y a, actfia una aplicacion

lineal 4 de matriz
3 3 2
A=[ 1 1 —2]‘
—3 —1 0

Se necesita hallar los valores propios y los vectores propios de la
aplicacién . Calculamos, ante todo, el polinomio caracteristico de
la aplicacion £:

A—3 —3 —2

—1A=1 2 -4 +4).
3 1 A

Sus raices son iguales a A, =4, A,=2i y h,=—2{. Puesto que el
cuerpo principal es real, los dos alfimos valores deben ser omitidos,
mientras que el primer valor A, =4 serd el valor propio buscado.
Para hallar los vectores propios formamos el sistema (9) que, en
nuestro caso, se convierte en :

El_Eg +3§3=0:
-a§1+32g+§a =0,
B e A, 0

Resolviendo este sistema obtenemos
Ea=E1 y Ea‘:'o’

donde §, es arbitrario. Por consiguiente, el vector E,a, 4%, sera
un vector propio de la aplicacién « cualquiera que sea E,.

13 Existe una demostracién mas breve de la dltima proposicién. La condi-
cién of=~=Ca puede ser representada en la forma a ({ —.4) =o. Esto demuesira
que los vectores Eroplos de 4 son vectores que perienecen al ndcleo de la apli-
cacién [&— 4. Pero, para gque el niiclea contenga vectores no nulos es necesa-
rio y suficiente que la aplicacion sea singular (p. 10.2), es decir, es necesario
y suficiente que sea |LE—A|=0.
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]

Ejemplos y problemas

l. En un espacio complejo & de base a,, a,, a, y @, estd definida una
aplicacién 4 de matriz

'_é 0 2—;

P 4=

Amloacr o 9
2=1—1

& — 2

Hillense los vectares propios y los valores propias de la aplicaclén 4. Demuéstre-
se que el subespaclo tendido sobre los vectores 2a; —a,, y —a,+a, es invariante
respecto de

2. Supongamos gue un esEecin £ tlene una base formada por los vectores

opios de una aplicacién 4. ¢Cual serd la matriz de la aplicacién 4 en esta

ase?

3. 5i en un espacio € con un sistema de coordenadas ay, a, ..., a, la
matriz de una aplicacién lineal £ es de forma celular semidescompuesta

A, B
A=[O Al
donde Ay es una matriz cuadrada de orden m, el subespacio tendido sobre los m
altimos vectores coordenados @y-pp4q, ..., 4, serd invarianie respecto de .,

4. Si la aplicacién A es regnf::r, todo subespacio invariante respecto de 4
también serd invariante respeclo de =1L

5. Si un subespacio Y es invariante respecto a una aplicacién lineal ., ia
|mat%e1:i yl)ta' imagen reciproca del subespacio % también serdn Invariantes res.

C e A
a 6. En un espacio lineal complejo toda aplicacién lineal tiene al menos un
vector propio no rulo.

7. Supongamos que en un sistema de coordenadas g,, ..., a, la matriz de
una aplicacion f es de forma diagonal con diferentes elementos diagonales.
Hallense todos los subespacios invariantes de la aplicacién 4 y demuéstrese
que el nimero de los mismos es igual a 27,

8. Si una aplicacién lineal ,f de un espacio £ de n dimensiones tiene n
valores proplos diferentes, la matriz de ia aplicacién 4 se reduce, en un sistema
de coorcrenadas adecuado, 8 la forma diagonal.

§ 12, Aplicaciones de matrices de forma normal

En este pardgrafo serdn examinadas las propiedades de las
aplicaciones lineales, cuyas matrices fienen, en un sistema de coor-
denadas fijo, la asi llamada forma normal de Jordan. Por consi-
guiente, supondremos de antemano que Jas matrices de las aplicaciones
consideradas pueden ser reducidas a esta forma. Mis adelante, en
el p. 15.4, veremos que esta reduccidén es siempre posible en el
cuerpo de los nimeros complejos.

En todo este pardgrafo se supone que el cuerpo principal es
un cuerpo conmutativo,

12.1. Forma diagonal. El teorema que sigue ofrece la caracte-

ristica mas simple de las aplicaciones, cuyas matrices pueden ser
reducidas a la forma diagonal.

e
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1rorema t Siouna aplicacion lineal de un espacio de n dimen-
siones tiene n vectores propivs linealmente independienfes, enlonces
tomandolus como vectores covordenades reduciremos fa matriz de la
aplicacion a la forma diagonal. Reciprocamente, si la matriz de una
aplicacidn en un sistema de coordenadas es de forma diagonal, los
vectores de la base son vectores propios de la aplicacion.

La demosiracién es evidenle. Un problema mas sutil consiste
en averiguar, a parlir de la matriz de una aplicacion calculada en
un sistema de coordenadas eventual, si la aplicacion posee vectores
propios gque constituyan una base del espacio. Este problerna quedara
resuetto en el p. 15.4, mientras que ahora estudiaremos solo un caso
particular de! mismo.

1EOREMA 2 Los vecfores propios correspondientes a diferentes va-
lores propios de una aplicacion lineal son linealmente independientes.

En efecto, sean p,, p,, ..., p, distintos valores propios y sean
a,, a, ..., a, los vectores propios gue ies corresponden de una
aplicacion lineal .4, Por induccién, podemos aceptar que a,, ..., @,_,
son linealmente independientes. Supongamos que a,, ..., @, estan
ligados por una relacion

Oy ke Ol Ry = 0.

Aplicando a ambos miembros de esta igualdad la aplicacidn 4,
obtenemos

Lo A SR ol P R e
Eliminando a,, tendremos
G Pa—0da A (P _Pm-l)am-l =0,

Debido a l1a independencia lineal de a,, ...,a,-, de aqui resulta
= ...=0n., =0 y, por consiguiente, «,=0 que es lo que se
queria demostrar.

Comparando ambos teoremas demostrados, obtenemos el corolario
siguiente: si el polinomio caracteristico de una aplicacién lineal de
un espacio de n dimensiones fiene n diferenies raices, la malriz de
la aplicacién se reduce, en un sistema de coordenadas adecuado, a la
forma diagonal.

Por ejemplo, el polinomio caracteristico de la matriz

1N 31 2

—11 3
A= 2 5
I —2

tiene las raices == 1, == 2; las filas de coordenadas de Tlos vectores
propios correspondientés son (2, 3, —5, — 4}, [0, 3, — 1, 4],
[0, 0, 4, 5] y [0, 0, 0, 1). Toméndolos como vectores ecordenados
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reduciremos la matriz A a la forma diagonal con los nimeros 1,
— 1,2y —2 a lo largo de la diagonal principal.

12.2. Células de Jordan. Una matriz de tipo

plO ... 07
ol sy O

A= (1)

se llama célula de Jordan. El polinomio caracteristico de una célula
de Jordan es igual a (A—p)”, donde n es el orden de la matriz.
Por consiguiente, p es su anico valor propio de multiplicidad n.

Sea ¥ un espacio lineal de base e, e, ..., e, y sea £ una
aplicacion lineal que en esta base tiene una matriz A de tipo (1).
En este caso tenemos

e d=pe +e, ..., en-l‘/t =pey-1+En e,.d ==pe, (2]
¥, por consiguiente,
f.’, ("Z_Péa) = €, el {Vz_p&}g =5 sres E, {ﬂ_pg)n-l =&, (3J

Puesto que .# debe ser una raiz de su polinomio caracterisiico,
se tiene (A —pd)*=06. El polinomio minimo de ta aplicacion .4
divide su polinomio caracteristico y, por ello, debe ser de la forma
(A—p)*, 0 <s<Cn. La dliima de las iguaidades (3) muestra que
(A4 —p&)"~1 £ 6, de manera que s==n, es decir, el polinomio minimo
df una céluia de Jordan coincide con su polinomio caracteristivo
(h—p)".

Indiquemos por £, el subespacio tendido sobre los vectores e,
€y ooy € (i=1,2, ..., n) de la base. De las igualdades (2) y
de la forma de la matriz A se deduce que todos esios subespacios
son invariantes. Empleando las relaciones (3) es ficil comprobar que
¢, estd compuesto por aquellos vectores, y sélo aquélios, x para fos
cuales se tiene

x(A—pd)y~tt1=o.

Eslo demuesira que la cadena de subespacios £=%,58,5...
...2%,20 no depende de la seleccién del sistema de coordenadas
y estd definida por la propia aplicacién .

Demostremos que la aplicacién no tiene otros subespacios invarian-
les. En efecto, sea M un subespacio invariante de 4 diferente de ¥,.
Busquemos un indice i tal que M oL, y M 2 &,_,, aceplando, para
ceneralizar, que ¥,., =o0. Mostremos que 9 =%, Consideremos,
para ello, un vector arbitrario

a=ae, | 6,81 e, (2,55 0) (4
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de Wi. Para j = tenemos « € ¥,. Supongamos que j < {. Aplicando
a ambos miembras de (4) la aplicacion {(4-—pd)~/=1, obtenemos

a{d—=pd) "t =0, F @it Uy a8y €D

Puesto que, por hipdtesis, e, ..., ¢, €M, resulta que ¢;_, & v,
por consiguiente, ¥,_,=M lo que contradice a ia eleccion de i,
Por esto fenemos M =¥, de donde M =Y,

Observemos ademdas que la malriz de la aplicacion J no se des-
compone en ningtin sistema de coordenadas.

Efectivamente, la descomposicion de la matriz de .7 equinvale
a la descomposicion de £ en una suma directa de subespacios inva-
rianies, lo que es imposible ya que uno de dos subespacios inva-
rianfes cualesquiera de la aplicacion ./ debe estar conlenido en el
olro, mientras que los sumandos de una suma directa tienen inter-
seccion nula.

12.3. Subespacios radicales. Las aplicaciones lineales, cuyas matri.
ces pueden ser reducidas a la forma diagcnal o a una célula de
Jordan, no abarcan todo el conjunto de matrices. En el caso general,
la matriz de cualquier aplicacidén lineal sobre el cuerpo de los nd-
meros complejos puede ser reducida a la forma celular diagonal con
células de Jordan a lo largo de la diagonal. Se dice que las matrices
de este Gltinw tipo son de Jordan o que tienen la forma normul de
Jordan.

Supongamos que en una base e, ..., e, la matriz de upa apli-
cacién lineal . es de la forma normal de Jordan

A=A +4,4 ...+ A, (3)

donde A; es la célula de Jordan de orden »n; con el valor propio
p,i=1, ..., 8 ¥V i+ ... Fu,=n A lta célula A, le corresponde
el subespacio invariante ¥ tendido sobre los vectores ey, ¢y, €542, . ..
ey By (Pr=0y o, g, =p;4-ny). La aplicacion of induce
en el subespacio £ una aplicacion 4;, cuya malriz es precisumente
la célula A,;. Segiin lo expuesto, todos los vectores x de ' salis-
facen la relacion

Sk i—pd ) =0
y, por consiguienile, tambicn la relacion
X (ol =, &)= 0. 16)

Sin embargo, ahora ya no se puede afirmar que la relacién (6)
caracteriza sélo los vectores de ¥, ya que enire las células diago-
nales pueden aparecer otras céiulas con el mismo valor propic. Con
¢l {in de examinar este problema mas detalladamente, introduciremos
la definicion siguiente.
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Un veclor a se llama vecfor radical de alfitud h correspondicnite
a la raiz p de una aplicacion A, si

alp—A)Yi=o0.

El concepto de vector radical es una generalizacién del concepto
de vector propio, ya que los vectores propios son vectores radicales
de altitud 1.

E!l conjunto de todos los vectores radicales correspondientes a una
raiz fija p de una aplicacién /A es un subespacio invariante &, llamado
subespacio radical de la aplicacion A.

Efectivamente, si x e y pertenecen a £, y son de altitud A, y
h,. tenemos para h=max(h,, h,)

(e + By) (08 — A} = ax (08 — )"+ By (& — A ) =0,
XA(pE— AY = x (p& — AY* A =0.

Los vectores radicales correspondienfes a diferenies raices son
necesariamente lienealmente independientes. Es mas, ticne lugar un
teorema mas general.

TEOREMA 3. Si una suma x,x,--...-+x,=x de vectores radi-
cales correspondientes a diferentes raices p,, ..., p, de la aplicacién A
estd conienida en un subespacio invariante W, todo sumando por
separado estd contenido en M.

Pongamos

QA= —p ) (A—p)s ... (A=ppe )im-r.
Por hipétesis, x@(A) €M y, al mismo tiempo,
5P (A) =X ()= ... =x,_p(A)=0.
Por consiguiente, x,¢(4Z)€M. Los polinomios ¢(A) y (h—p,)tn
son primos entre si. Luego, existen unos polinomios F(A) y G (A)
tales que
L= @A) F 0+ (h—p, =G (),

=0 (A)F(A) (A — p&)Ym G (A)
y, por consiguiente,
Xp=XpQ (A) F (A} + 2, (A —pp)m G (A) = X,0(A) F (A) €M

que es lo gue se queria demostrar.

La afirmacion expuesta anteriormente acerca de 1a independencia
lineal de los vectores x,, ..., x, se obtiene del teorema demostrado
tomando Mt =oc. Como corolario notemos también que diferentes
subespacios radicales {ienen interseccion nuia.

Volvamos akhiora al caso en el que la matriz de una aplicacion
«{ tiene en una base ta forma normal de Jordan (5). Hemos definido
mas arriba dos series de subespacios: los subespacios radicales
Loy oo Yy, ¥ los subespacios ¥, ..., ¥ correspondientes a las

de donde
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células diagonales de la matriz A. Para explicar la relaciéon que
existe entre ambas series indiquemos por M la suma de aquellos
subespacios £ que cnrres)gonden 4 las células con el valor propio p,

y definamos anilogamente i, ..., M'™, En virtud de ello, uniendo
en la descompasicion

Q=0 o P & g

determinados sumandos obtenemos la descomposicion
=M WD 4 D, )

Esta claro que MP<®, (i=1, ..., m). Por esto, ademas de (7),
tiene lugar también Ta descomposicién

=2, +%,+... +%,. (8)
Puesto que, en virtud del teorema 3, la suma (8) es directa, obte-
nemos, comparandola con (7), las igualdades requeridas S =VY,,.

Es decir, si la matriz de una ap‘;icacfén A puede ser reducida a
la forma normal de Jordan, el espacio & es la suma directa de (vs
subespacios radicales de 4 y, ademds, cada uno de los subespacios
radicales es, a su vez, la suma directa de los subespacios correspon-
dientes a las células de Jordan con el valor propio dado.

Los razonamientos expuestos permiten ver también que los sub-
espacios radicales se determinan univocamente por la propia apli-
cacion 4 y no dependen de la seleccién de la base de coordenadas
€, ---1 &, En cuanto a los subespacios Y%, ellos dependen, en
general, tanto de .4 como de la forma de reduccion de la matriz
a la forma diagonal.

Ejemplos y problemas

I. Supengamos que 'a aplicacidn . tiene en la base ey, ..., ¢ la matriz
A=A 4 A4 A, donde 4, = A,:[g é] ¥ .4;,:[3] ‘f,] . Los subespacios radi-

cales de . son YYo= Key, - Ke, 4 Key;-Ke, y U;=~Key-Keg (K es ¢l cuerpo
principal), mientras gue ¥V ='Ke, + Ke, y 1= Ke,+ Ke,. En la base nueva

er=g b ey, e+ 8, ey=P) —ey, Ca=e—g,, Es=¢, ¥ & =¢

In matriz de .4 serd la misma; sin embargo, los subespacios Ke, + Ke; y Ke, = Kea
correspondientes o la ceinlas de Jordan serdn distintos.
2 Hallense los polinemivs minimos de las malrices

FF T

3. Una matriz sobre el cuerpo de los niimeros complejos puede ser reducida
a la forma diagonal si, y sdko si, su polinomic minimo no tienc raices miltiples.
4. Si la matriz de una aplicacion puede ser reducida a la forma normal de
Jurdan, lodo subespacio invariante suyo es suma directa de sus interseccio-
ne- con todos los subespacios radicales de la aplicacién.
Si una matriz de orden a tene n diferentes nlimeros caracteristicos, la
aplicacion  lineal correspondiente tirne un total de 20 subespacio: invariantes
incloyendo el subespacio nuio y todo el espaciu.
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Capitulo IV Matrices polinomiales

Los elementos de casi fodas las matrices que hemos estudiado
hasta el momento eran nimeros de un cuerpo principal K. Sin
embargo, al introducir el concepto de polinomio caracteristico nos
hemos visto obligados a considerar la matriz caracteristica hE—A,
cuyos elementos no son nGmeros de K, sino polinomios en A con
coeficientes de K, suponiendo, ademas, que K es un cuerpo conmi-
tativo. En el capitulo presente nos ocuparemos del estudio sistema-
tico de las propiedades de las matrices polinomiales, es decir, de
las matrices, cuyos elementos son polinomios en 4 con coeficientes
de un cuérpo conmutativo principal. Aplicaremos después estos
resultados al problema consistente en hallar la forma de Jordan de
la matriz de una aplicacién lineal.

§ 13. Factores invariantes

13.1. Equivalencia, Consideremos una matriz cuadrada de orden n
[h_l ® .o fin (k)]
Y IO 0

cuyos elementos son polinomios en la letra A con coeficientes de un
campo principal K. Llamaremos las matrices de este tipo polino-
miales o h-matrices™. Frecuentemente resulta necesario realizar con
4-malrices las transformaciones siguientes:

. La multipiicacion de una de las filas por un nimero de K
diferente de cero.

Il. La adicion a una de las filas de la matriz de ofra Jila mul-
tiplicada por un polinomio arbitrario [ ().

' Suponemos en todo momento que fas matrices consideradas son cuadradas,
aungue muchos de Jos resultados pueden ser extendidos directamente al caso de
A-matrices rectangulares.
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1. La multiplicacion de una de las coluwmnas por un ndmero de
K diferenie de cero.

1V. La adicion a una de las columnas de los elementos de otra
columna multiplicados por un polinomio arbitrario [(A).

Estas transiormaciones se llaman fransformaciones elementales de
i-malrices. Si con wna A-matriz se realiza una fransiormacién ele-
mental se obtiene de nuevo una A-mafriz; con esta matriz se puede
reatizar otra transformacion elemental, etc. Se dice que una A-ma-
triz F es equivalenfe a una A-mairiz G, si F se puede obtener de G
mediante una cadena de transformaciones elementales, En muchas
veusiones resulta Gtil el lema siguiente:

Mediante las transformaciones elementales | y 11 se pueden cam-
biar entre si dos filas cualesquiera de una A-matriz y mediante lus
trunsformaciones elementales 111 y IV se pueden cambiar enire si dos
cofnmnas cualesquiera de la misma.

En efecto, supongamos que es necesario cambiar entre si la
{-¢sima y la j-ésima columnas de una matriz. Es facil ver que eslo
se consigue realizando las siguientes transformaciones elementales:
i) agregamos a la i-ésima fila la j-ésima; 2) a la ;-ésima iila de
la matriz nueva agregamos su (-Gsima fila mulliplicada por —1;
3) muliiplicamos la j-ésima fila de la matriz cblenida por —1 y
4) agregamos a la i-ésima fila de la 0ltima matriz su j-ésima fila
multiplicada por —1. Si realizamos transformaciones analogas con
las columnas, lograremos cambiar de posicion {a {-ésima y la j-ésima
columnas. Hemos demostrado el lema.

De esle lema se deduce que si la matriz F difiere de G en el
orden de lus columnas o de las [ilas, la mairiz F es equivalente a G.

De la definicion de equivalencia de i-matrices se desprenden
directamente las propiedades siguientes:

1. La relacidn de equivalencia es transiliva: si F es equivalente
a G y G es equivalente a H, resulta que F es equivalente a H.

En efecto, G se puede obtener, por hipdtesis, de H y F de G
mediante una cadena de transformaciones clementales; por consi-
guiente, F se puede obiener mediante una cadena de transformacio-
nes elementales de H.

2. La relacién de equivalencia e¢s simélrica: si F es equivalente
a G, G es equivalente a F. En otras palabras, si F' se puede obte-
ner de G mediante una cadena de transformaciones elementales,
también G se puede obiener de F mediante una cadena de trans-
forinaciones elementales,

Demostremos primero que si F se puede obtener de G medianie
una transformacion elemental, también G se puede obtener de F
mediante una transformacion elemental. Consideremos para eilo, uno
a uno, los cuatro tipos de las transformaciones elementales. Supon-
gamos que F se obtiene de G mediante la translormacion de tipo I,
es decir, multiplicando una fila i-ésima de G por un nimero az=0,
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Entonces, multiplicando la i-ésima fila de F por a~!, obtendremos,
evidentemente, G. Supongamos ahora que F se obtiene de G me-
diante una transformacion de tipo II, por ejemplo, agregando a la
i-ésima fila de la matriz G su j-6sima fila multiplicada por f{A).
En este caso, agregando a la i-ésima fila de la matriz F su j-é&sima
fila multiplicada por —f (%), obtendremos de nuevo G. Lo mismo
se puede decir acerca de las transformaciones de tipo III y TV.
Vemos, por consiguienfe, que para toda transformacion elemental
existe la fransformacién elemental inversa que anula el resullado
de la primera. Por esto, si la matriz F se obliene de ¢ mediante
una cadena de transformaciones elementales, resulta que realizando
las transformaciones inversas en el orden contrario podremos obte-
ner de ia matriz F la matriz G que es lo que se queria demostrar,

3. La relacion de equivalencia es reflexiva: toda malriz es equi-
valente a si misma.

Por ejemplo, realizando con F dos transformaciones reciproca-
mente inversas, obtendremos de nuevo F.

13.2. Forma diagonal. Acabamos de demostrar que la relacion
de equivalencia es transitiva, simétrica y reflexiva. De aqui se
deduce que las A-matrices se descomponen en clases de matrices
equivalentes. Surge el problema: gpuede indicarse una forma para
las J-matrices tal que en cada una de estas clases hava una matriz
de la forma dada, y s6lo una? Las formas con esta propiedad se
denominan candnicas. Demostraremos que para las A-matrices la
forma diagonal, con algunas condiciones complementarias de divisi-
bilidad, es candnica en este sentido.

peFinicion. Una A-mairiz de tipo

FF k!
F2 (%)

L fn(l)_l
se lama canénica diagonal, si todo elemento diagonal [; (1) divide al
elemento siguiente f; () y si el coeficiente principal de todos los
pulinomios f,(A), ..., [,(A) diferentes de cero es 1.

De aqui se deduce que si entre los elementos diagonales de una
matiriz canénica diagonal aparecen ceros, estos elementos deben
ocupar las posiciones uitimas, ya que el cero no puede dividir a
ningin polinomio no nulo. Por otro lado, si entre los elementos
diagonales figuran nimeros diferentes de cero, éstos deben ser igua-
les a 1 y deben ocupar las posiciones primeras, ya que |1 no es
divisible por ningiin polinomio con coeficiente principal 1, a excep-
cién del polinomio 1. Por consiguiente, en el caso mas general la
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matriz canénica diagonal es de la forma
-l -
|
fu®)

e
0

l_ "0

donde f, (&), ..., fx (%) no son constantes, sus coeficientes principales
son iguales a | ycada uno de eilos es divisor del siguiente.
TEOREMA . Toda A-mairiz puede ser reducida mediante un nimero

finito de {ranformaciones elementales a la forma candnica diagonal.

- DEMOSTRaciON., Sea G una A-mairiz dada. Si G =0, nada hay
que demostrar, puesto que O es ya de la forma normal. Suponga-
mos por lo tanto que G 0. Escojamos entre todas las A-matrices
equivalentes a G aquella cuyo elemento det dngulo superior izquierdo
sea diferente de cero y sea del grado minimo. Sea

fll(}') L b flﬂ(l}
el

Fan ) oo Fan(®)

esta matriz. Demostremos que f,, (A) divide a todos los elementos
de la primera fila y a todos los elementos de la primera columna
de la matriz F. En efecto, sea

he@®)=h W) g M) +r () (=1, 2 ..., n), ()
donde q,-(h) y r;(A) son el cociente y el resto de la division de
fr: (2) por f,,{%). Realicemos con F la siguiente transformacion ele-
mental: restemos de los elementos de la i-¢sima columna los ele-
mentos de la primera multiplicados por ¢,(*). La igualdad (1)
muestra que el elemento de la primera fila y de la i-ésima colunina
de la matriz nueva resultarad igual a r (A). Si r;(2) 540, el grado
de r; (%) es inferior al grado del divisor f,, (%). Cambiando entre si
la primera y la i-ésima columnas, obtendremos una matriz equiva-
tente a- F en cuyo éngulo superior izquierdo figura un polinomio
r, (%} de grado menor que el de f,,(A); pero esto contradice a la
definicién de la matriz 2‘ Por consiguiente, r;(») =0.

Indicando ahora por ¢;(A) el cociente de la divisién de [,; (L)
por f,, (), realicemos con la matriz F las siguientes transformacio-
nes elementales: de la segunda columna restemos la primera mui-
tiplicada por ¢,(%), restemos después de la tercera columna la pri-
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mera multiplicada por g,(A), ete. Realicemos a continuacién
transformaciones andlogas con las filas. La matriz F resultars
sustituida por la matriz equivalente

fno(m 02») 0;L
Ry, van By (R)
H=| ‘( g ; @2

0 Ay ... By (d)

donde A;; (A} son unos polinomios determinados.

Todos los polinomios h,,(A) son divisibles por [, (k). Efectiva-
mente, si f,(A) no divide a uno de ellos, dipamos a hyp(R),
entonces sumando a la primera fila de la matriz su i-ésima flila
obtendremos una matriz Q con las siguientes propiedades:

1) Q es equivalente a G,

2) el elemento sulaericr de la izquierda de la mairiz Q es dife-
rente de cero y es del menor grado,

3} en la primera fila de la matriz Q figura el elemento hi; (2)
que no es divisible por el primer elemento de esta fila.

Sin embargo, hemos visto que de las dos propiedades primeras
se desprende que todos los elementos de la primera fila son divi-
sibles por su primer elemento. Por consiguiente, la tercera propie-
dad contradice a las dos primeras y nuestra proposicién queda de-
mostrada. Hemos probado, pues, que para toda A-matriz G existe
una matriz equivalente /' de tipo (2), donde todos los h, (L) son
divisibles por f,, (A). Realicemos ahora transformaciones elementales

con la matriz
Fag () oo gy (3)
H = - N

hn! (a') AN hrm (1)

Toda transformacién elemental de A, puede ser considerada también
como una transformacion elemental de la matriz #. Es facil ver
que la primera fila y la primera columna de la matriz H no varian
en estas transformaciones. Ademas, puesto que todos los elementos
de la matriz H, son divisibles por f,,(A), todos los elementos de
las matrices nuevas, que surgen de M, como resultado de transfor-
maciones elementales, también seran divisibles por f,, (A).

Aplicando a la matriz H, el resultado dernostrado anteriormente,
veremos que H, puede ser reducida mediante transformaciones ele-
mentales a la forma

\

Ao} O ... 0
by M) ... Ry, (A)

0 By vev by (R)
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¥, por consiguiente, la matriz # a la forma

Ffu () .
ha(h)
oy () -+ gy (A)

By (M) ... iy, (W)

donde todos los f; () (I, i=8, ..., n) son divisibles por A, (%)
y hg, (M) es divisible por f,, (2). Continuando este proceso obtendre-
mos al cabo de un nimero {inito de pasos la forma candnica dia-
gonal requerida. :

De nuestra demostracién se puede extraer faciimente un método
practico de reduccién de A-matrices a la forma canénica diagonal.
Su idea consiste en disminuir primero, empleando las transforma-
ciones elementales, el grado delp elemrnto que figura en la primera
fila y en la primera columna y e. convertir en cero los demis
elementos de las mismas. Después e haber logrado este primer
objetivo, aplicamos el mismo método al &ngulo Ii que queda, etc.

El teorema 1 afirma que toda clase de matrices equivalentes con-
tiene al menos una matriz de forma canénica diagonal. En el punto
siguiente quedard demostrado que esta matriz es Gnica en cada clase.

13.3. Méximos comunes divisores de menores. Sea F una A-ma-
triz de orden n. Consideremos todos sus menores de orden £
(k=1, 2, ..., n). Estos menores son unos polinomios en A. Indi-
quemos por D, (k) su maximo comun divisor ¥, Si resulta que todos
los menores de un orden & son iguales a cero, aceptaremos por
definicion que D, (A)=0. En particular, D, (1) es el maximo comiin
divisor de los elementos de la matriz F, mientras que D, {}) es
igual al determinante de F, dividido por su coefliciente principal.

TEOREMA 2 Las A-mafrices equivalentes tienen un mismo mdxinmo
coman divisor de los menores de orden k (k=1, 2, ..., n).

Sean F, y F, dos A-matrices equivalentes. Indiquemos los maximos
comunes divisores de sus menores de orden & por Dy, (M) v Dy, (),
respectivamente. Debemos probar que Dy, {A)= D,, (A). Sabemos que
F, puede ser obtenida de F, mediante una cadena de transforma-
ciones elementales. Supongamos primero que esta cadena consta sélo
de una transformaciéon elemental. Por ejemplo, supongamos que F,
se obtiene de F, muitiplicando todos los elementos ﬁe la i-ésima
fila de la matriz F, por un nimero a==0. En este caso los menores
respectivos de F, y de F, o bien son idénticos o bien difieren en el

1} Convendremos en que el maximo comin divisor es siempre el comin
divisor del grado mayor de coeficiente principal tgual a 1. Por ello, todos los
polinomios Dy (A) diferentes de cero son de coeficiente principal igual a 1.
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factor constante o. Pero un factor constante no influye en el calculo
del maximo comun divisor, de modo que D, =D,,. Lo mismo su-
cedera en el caso en que F, se obtenga de F, multiplicando por «
los elementos de una de las columnas de la matriz F,. Supongamos
ahora que F, se obtiene de F, mediante las transformaciones de tipo
I1 o 1V; por ejemplo, aceptemos que F, se obtiene al agregar a la
i-€sima fila de la matriz F, los elementos de la j-ésima Tila multi-
plicados por f(A). Demostremos que D, es divisible por Dy,.

En efecto, existen tres clases de menores de orden £ de las ma-
trices F, y F,. A la primera pertenecen aquellos que no contienen
elementos de ia {-ésima fila. En este caso los menores respectivos
de las matrices F, y F, son, obviamente, iguales. A la segunda clase
pertenecen aquellos menores que contienen elementos de la i-ésima
ﬁ de la j-ésima filas. Estos menores de las matrices F, y F, tam.

ién seran iguales, va que el valor de un determinante no se altera
si a los elementos de una de sus filas se suman cantidades propor-
cionales a los elementos de otra de sus filas. Finalmente, a la tercera
clase pertenecen los menores que contienen elementos de la i-ésima
fila y no contienen elementos de la j-ésima fila. Los menores res-
pectivos de esta clase son de forma

M, = . M=

donde las filas de ambos menores que no han sido escritas coinciden,
En virtud del teorema de adicion de determinantes, tenemos

M,='wa', W EE =M, 4[N,

Froe oo Fro
donde N, es un menor de la matriz F,. Todos los menores de orden £
de la matriz F, son divisibles por D,,. De nuesiros razonamientos
se ve que D, divide a todos los menores de orden % de la matriz
F,, ya que éstos o bien coinciden con los menores respectivos de la
matriz F, o bien se expresan linealmente en términos de los mismos.
Pero en tal caso, Dy, aparecerd como factor en el maximo comin
divisor de los menores de orden k de la matriz F,, es decir, sera
un factor en D,,. Por lo tanto, si F, se obtiene de F, mediante
una sola transformacién elemental, resuita que D, es divisibte por
Dy,. Realizando con F, la transformacién elemental inversa, obten-
dremos F,. Por ello, D,, debe ser también divisible por D,,. Pero,
si los coeficientes principales de dos polinomios coinciden y si estos
polinomios son divisibles uno por otro, elios deben coincidir. Es
decir, Dy, =D,, Por ahora hemos demostrado la igualdad de los
méximos comunes divisores suponiendo que F, se obtiene de F,
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mediante una sola transformacién elemental. Sinembargo, si D, (A) no
varia en cualquier transformacién elemental concreta, es obvio que
D, (A) tampoco varia en el caso de varias transformaciones sucesivas.
Por lo tanto, podemos considerar que el teorema 2 ha quedado de-
mostrado en su forma general.

Calculemos los polinomios Dy (A), ..., D, (k) de una matriz de
forma canénica diagonal

Fd, ()
dy (})
D= i

L "d, (M)

Para obtener un menor de orden % debemos suprimir n—*# filas y
n—~k columnas de D. Si suprimimos en D la i-ésitna fila, en su
i-ésima columna quedaran sblo ceros. Por ello, para obtener un me-
nor diferente de cero, debemos suprimir en D todas las columnas
cuyos nameros coinciden con los de las filas suprimidas. Es decir,
los menores de orden k£ diferentes de cero deben ser de la forma

dy (M)
dVg (1'}

=dy (A dv,(4). . .dy, (M) (3)

du(3)

El maximo comdn divisor de estos menores es D, (A). De las desi-
gualdades 1<Cwv, s<Cv, <. . .<Cvy<Cn se deduce que 1 <Cv,, 2< v,
..., k<< vy Por lo tanto d,,(}) es divisible por d;(}), de modo que
dy (})...dy, {A) es divisible por d,(X)...d,(A). Vemos, por consi-
guiente, que todos los menores de orden k de la matriz D son di-
visibles por el menor

d, (W)
T =d, (A).. .dy (M). (4)
d, (%)

Si este menor es igual a cero, todos los menores de orden & de la
matriz D también son iguales a cero. Por definicién, tenemos en este
caso Dy (A)=0. Si el menor (4) es diferente de cero, los polinomios
d, (%), ..., dy (A} son diferentes de cero y sus coeflicientes principales
son iguales a 1. Pero entonces también el coeficiente principal del
menor (4) es igual a 1. Puesto que (4) divide a todos los menores
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{3), resulta que D, () coincide con (4). En ambos casos tenemos,
por cdnsiguiente,

Dy(h)=d,(h)dy (A)...d, (1) (R=1, 2, ..., n). (G

Asi se caleulan los polinomios D, (A) de una matriz canénica dia-
gonat de elementos diagonales d, (A}, ..., d,(}).

Consideremos ahora una i-matriz arbitraria F. Indiquemos por
D,(»} el maximo comGn divisor de los menores de orden £ de esta
matriz. Segln el teorema 1, la matriz F puede ser reducida mediante
transformaciones elementales a la forma candnica diagonal

rd, (A)
D= '
L d, ()

De acuerdo con el teorema 2 los polinomios D, (}) calculados para
la matriz D coinciden con los respectivos polinomios D, (A) calcu-
lados para F. Por consiguiente, {os polinomios D, (L) de la matriz F
y los elementos diagonales de la matriz candnica diagonal D, a la
que se puede reducir F, estdn ligados por las relaciones (5).

Supongamos que D, (%), ..., D, (k) son diferentes de cero y que
los demds polinomios D, ., (A), ..., D,(X), si es que existen, son
iguales a cero. Entonces de (5) obtenemos

Dy (M) =d (), d;a)le(K).

D, (1) =d,(2) d, (}), d,(A) =D, (3):D, (1),

D, (1)) =d, () d, (W) . .d, (), d,())=D, (3):D,,(»),
D,.,(M)=d, (M) d,(M)...d,(Ad, . (1), d, (M) =D, (A):D,(A).
‘Puesto que d,., (M) =0, resulta que d,.,(A), ..., d,(h) también

deben ser iguales a cero y obtenemos definitivamente

4, (M)=D,(), & MN=D,(2):D,}), ..., d(MN=D,(}):D,_, (A),
d,,‘.l(l}:.}.:dn(l):O. (6)

De esta forma hemos obtenido el teorema siguiente.

TEOREMA 3. Si los mdximos comunes divisores D, (L) de los meno-
res de orden k de una hmatriz F son diferentes de cero para k=1,
2, ..., rysi D, (MN=0, los elementos diagonales d, (A} de la matriz
candnica diagonal, a la que se reduce F mediante transformaciones
elementales, se expresan en términos de D, (A) por las [drmulas (6)
y, por consiguiente, {a matriz F [os define univocamente.

Los polinomios d; (), ..., d,(A) se Haman factores invariantes
de la matriz F.

11—1843
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El nimero r que figura en las igualdades (6) tiene un sentido
muy simple: es el rango de la matriz F. Efectivamente, el rango
de la matriz F es el orden maximo de los menores de F diferentes
de cero, Si este orden es igual a r, tenemos en consecuencia que
D,(A)+=0 y que D, (A)=0. Reciprocamente, las condiciones
D, (M) 0y D.,.,(A) =0 significan que uno de los menores de orden r
es diferente de cero y que todos los menores de orden r-1 son
iguales a cero. Por consiguiente, el rango de F es igual a r.

13.4. Condiciones de equivalencia. Empleando los resultados del
punto anterior es facil encontrar las condiciones que garanticen que
dos A-matrices dadas sean equivalentes. Representaremos estas con-
diciones en dos formas.

PRIMERA CONDICION DE EQUIVALENCIA, Para que unas matrices po-
linoniales de orden n sean equivalenies es necesario y suficiente que
los midximos comunes divisores de sus menores de orden k coincidan
para k=1,2, ..., n.

Puesto que la coincidencia de los maximos comunes divisores de
los menores equivale a la coincidencia de los factores invariantes
respectivos, la primera condicién de equivalencia puede ser enun-
ciada del modo siguiente: para la equivalencia de A-malrices es ne-
cesario y suficiente que sus factores invariantes correspondientes sean
iguales.

La demostracién es evidente. En efecto, si dos A-matrices F y G
son equivalentes, sus maximos conmunes divisores D, (A) son idénticos
(tecrerna 2). Viceversa, si los polinomios D,(A) de F y de G son
iguales, las matrices F y G se reducen mediante transformaciones
elementales 2 una misma matriz canénica diagonal (teorema 3). Pero
dos matrices equivalentes a una tercera son equivalentes; por con-
siguiente F es equivalente a G que es lo que se queria demostrar.

SEGUNDA CONDICION DE EQUIVALENCIA. Para que unas malrices po-
linomiales F y G de orden n sean equivalentes es necesario y sufi-
ciente que satisfagan la relacion

G=PFQ,

donde P y Q son unas mafrices polinomiales de delerminantes cons-
tantes diferentes de cero?,

1 Hemos definido la equivalencia de A-matrices mediante las transforma-
ciones elementales. Con frecuencia el concepto de equivalencia se define también
de otra manera. Se dice que dos A-matrices G y F son equivalentes, si exislen
unas matrices cusdradas regulares P y Q de deferminantes constantes que sa-
{isfacen la relacion G=PFQ. Entonces, la segunda condicién de equivalencia
puede ser interpretada como el fcorema de equivalencia de estos conceptos,
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Antes de pasar a la demostracion de esta proposicion hagamos
algunas observaciones. Sea

-1 -
A= o i-ésima fila,

1
donde & es un nimero diferente de cero. Multiplicando a la izquier-
da por A una matriz cualquiera F, veremos que todos los ele-
mentos de la matriz F permanecerdn intactos, menos los elementos
de la i-ésima fila que resultardn multiplicados por «. Por consi-
guiente, foda lransformacion elemental de tipo 1 realizada con la
matriz F equivale a la maltiplicacion de F a la izquierda por una
matriz A convenientemente escogida. Analogamente, si multiplicamos
la matriz F a la izquierda por la matriz

B s Oipme 1 aigwm 0]

(:J el ...fi?.} .0 i-ésima fila

00 1 0 j-ésima fila,

0...0... 0 ... 1

donde todos ios elementos diagonales son iguales a la unidad, el
elemento de la i-ésima fila y de la j-ésima columna es igual a f (A)
y los restantes elementos son iguales a cero, resultard que a los
elementos de la i-ésima fila de F se sumarén los elementos de su
j-ésima fila multiplicados por f (). Por consiguiente, foda fransfor-
macidn elemental de tipo 11 equivale a la multiplicacién a la izquierda
de la mairiz F por una matriz B convenientemente escogida.

Finalmente, es ficil comprobar de esta misma forma que los
transformaciones elementales de la matriz F de fipo 111 y IV equi-
valen a la multiplicacién de F a la derecha por las matrices respec-
tivas A y B.

Pasemos ahora a demostrar la segunda condicion de equiva-
lencia. =

| hd
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NECESIDAD. Sea G una malriz equivalente a la matriz F. Esto
significa que G se puede obtener de F mediante una cadena de frans-
formaciones elementales sucesivas. Podemos sustituir cada una de las
transformaciones elementales por la multiplicacién por una matriz
de tipo A o B alaizquierda o a la derecha, respectivamente. Como
resultado obtendremos la igualadad

G=P,P,...P,FQ,Q,...Q, (7)

donde cada una de las matrices P; y Q; es de tipo A o B (i, j=1,
2, ...). Pongamos

P=P1P="'Pp y Q"=Q1Q:"-Qq'

Puesto que los determinantes de las matrices B son iguales a la
unidad y los determinantes de las matrices A son nfimeros constantes
diferentes de cero, resulta que los determinantes de las matrices P
y @ también serin unos nimeros constantes diferentes de cero. La
relacién (7) muestra que

G=PFQ

y la necesidad queda demostrada.
SUFICIENCIA. Supongamos al contrario que

G=PFQ, ®)

donde P y Q son matrices polinomiales de determinantes constantes
diferentes de cero. El maximo comin divisor D, (%) de todos los
menores de orden n de la matriz P es igual al determinante de P,
dividido por su coeficiente principal. Puesto que este determinante
es un niumero constante, resulta que D, (A)=1. Para k=n {enemos
de las relaciones (5)

D,(A}y=d,(AMd, (A)...d, (M) =1,
y de aqui resulta
d:(?")=d|(x)= e =d,,()u)=l,

donde d, (), ..., d,(X) son los factores invariantes de la matriz P.
Pero los factores invariantes de la matriz unidad E también son
todos iguales a fa unidad, ya que E es de forma canénica diagonal.
Segiin el primer criterio de equivalencia, de aqui se deduce que la
malriz P es equivalente a £ y, por consiguiente, puede ser obtenida
de E tnediante una cadena de transformaciones elementales. Toda
transformacién elemental puede ser sustituida por la multiplicacién
por una matriz de tipo A o B. Asi P quedarid representada en la
forma siguiente

P=Py oo PoEQy i Qp=Py v PyQ; v Qg
donde P; y Q, son mdtrices de tipo A4 y B.
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Aplicando estos mismos razonamientos a la matriz Q, obtenemos
un desarrollo andlogo

Q=M, ... MN, ... N,.
Introduciendo en (8) estas descomposiciones, llegamos a la igualdad
GimiBy. s By v i EMy; s WENG wis N (9)

de la cual se ve que G se obtiene multiplicando sucesivamente la
matriz F por las matrices P,, Q, M, y N, de tipo A o B. Pero
cada multiplicacion de esta indole equivale a una transformacién
elemental. Por consiguiente, G es equivalente a F y hemos concluidc
la demostracion.

Ejemplos y problemas

1. Rediizcanse a la forma candnica diagonal mediante transformaciunes
elementales las matrices

A—2 —1 0 AA4-1) 0 0 l—a At A
[ 0 A—2 H:].[ © A 0 y [ A A —i (.
0 0 A—2 0 0 (A1) [4AZ A2 —p2

2. Empleando los méximos comunes divisores de los menores, héllese la
forma canonica diagonal de las A-matrices

A 10 o a+i B 1 0
oAl O —B ar O 1
00 A 1 Y 0 0 w4+i B
5 4 3 A2 0 0 —B a+4Ar

3. Demuéstrese que toda A-matriz rectangutar de m fllas y de n columnas
puede ser reducida medlante transformaciones elementales a 13 forma

d
dh: 0 e 0 w00 ‘_”_“_ o U
0 ) i 0 O] la forma g ...4,6(1.3
0 0 snedgO) w0 G v v

¢Como debe enunciarse ia segunda condicién de equivalencia para estas matrices?
4. Demuéstrese que mediante las fransformaciones elementales de tipo 1 y I
teda A-matriz cuadrada puede ser reducida a la forma

) fie ) oon find®)

faa (B oo fon ()

Fnn (A}
donde los elementos diagonales o bien son iguales a cero o bien son de coeficiente

principal igual a 1.

5. Consideremos en fugar de A-mairices las matrices formadas por numeros
enleros. Las transformaciones elementales de estas matrices se definen del medo
sigulente: 1, multiplicacién de una fila por 4 [; Il, adicién a los elementos de

una fila de los elementos de otra cualquiera multiplicados EJM un nimero entero;
[Tl y IV, transformaciones similares de las columnas. Una matriz diagonal
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formada por nimeros enteros se llama canénica, si sus elementos disgonales son
no negativos y si todo elemenio diagonal anterior divide al que le sigue. Demué-
strense los teoremas: a) foda matriz formada por nimeros enteros puede ser
reducida, mediante un nimero finito de transformaciones elementales, a la [orma
candnica diagonal; b) esla forma candnica diagonal es finica y c) para la equi-
valencia de dos matrices £ y G formadas por nfimeros enieros es necesario y
suficiente que para ellas sea vélida la relacién G=PFQ, donde P y Q son unas
matrices formadas por nlmeros enteros, cuyos deferminantes son iguales a & 1.

§ 14. Divisores elementales

Los factores invariantes determinan, salvo una equivalencia, la
matriz polinomial F. Sin embargo, si F se descompone en células
diagonales, la relacién entre los factores invariantes de la matriz F
y los factores invariantes de las células resulta compleja. Por ello,
conviene considerar en algunas cuestiones, en lugar de los factores
invariantes, los asi llamados divisores elementales de la matriz F,
ya que el comportamiento de estos 1ltimos en el caso de descom-
posicién de F es mas sencillo.

14.1. Relacién con los factores invariantes, Consideremos una
A-matriz arbitraria F, cuyos elementos son polinomios en A con
coeficientes del campo principal K. No someteremos el cuerpo con-
mulativo K a ninguna restriccion. Sean d, (M), d, (), ..., d,(A)
los factores invariantes de la matriz F. Parte de estos factores
puede ser igual a cero; por ello, supondremos, para concretar, que
d, (}), ..., d, (A) son diferentes de cero y que d,_, (A)=...=d, (})=0.
El nimero r, come hemos visto anteriormentie, es el rango de la
matriz F. Descompongamos cada uno de los polinomios d, (A), . .., d,(A)
en factores irreducibles sobre el cuerpo conmutativo K. Sea, por

ejemplo,
di(h) = [e, (M) {e, )] ... [e, (R)]",

donde e, (A), ..., g,(A) son distintos polinomios irreducibles de
coeficiente principal igual a 1. Las expresiones [e, (A)}%, ..., [g4{A)}n
se llaman divisores elementales del factor invariante d,(A). Los divi-
sores elementales de todos los factores invariantes de la matriz F
que no sean consiantes se llaman divisores elementales de esta matriz.
Por ejemplo, si los factores invariantes de la matriz F son iguales,
respectivamente a 1, 4, A2 (A4-1) y A2 (A< 1)2, sus divisores elemen-
tales serdn &, A%, A%, A4-1, (A4+1)%. Un divisor elemental de tipo
[e (A)]*, donde (k) es un polinomio irreducible, se llama perfene-
ciente al polinomio e(A). En el ejemplo considerado los divisores
elementales &, A* y A* pertenecen a A, mientras que A--1 y (A1)
pertenecen a A--1.

Tomemos ahora una i-matriz F y escribamos todos sus divisores
elementales. Si uno de los divisores elementales de F figura en
varios factores invariantes de F, lo escribiremos tantas veces cuantas
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aparece en los factores invariantes. Demostremos que el sistema de
divisores elementales obtenido de esta forma determina plenamente
todos Jos factores invariantes de la matriz F diferentes de una
constante; si tomamos en consideracion, ademas, el orden y el
rango de F, quedardn determinados todos los factores invariantes
de la matriz qF

TEOREMA 1. El orden, el rango y el sistema de divisores “elemen-
tales de una h-malriz F determinan plenamenie sus factores inva-
riantes y, por consiguiente, deferminan F salvo una equivalencia.

La demostracién se aclara facilmente con el ejemplo siguiente.
Supongamos que F es de orden 6 y de rango 4 y que sus divisores
elementales son A, A%, A%, A--1, (A1), A—1 y A—1. Puesto que
el orden de F es 6, la matriz F tiene seis factores invariantes
d (&), ..., d,(}). Ademas, d,(A)=d,(A)=0, ya que el rango de F
debe ser 4. Si descomponermos d, (A}, ..., d,(}) en factores %ebemos
obtener los siete divisores elementales indicados. Puesto que, sin
embargo, d, (}) es divisible por d,(A), d,(X) v d, (A}, resulta que en
d, (1) liguran los divisores elementales de polencia superior pertene-
cientes a todos los polinomios irreducibles. Luego, d,{(})= A (-
+-1)* (h—1}. Entre los divisores elementales resef;)nies b, A%, A 4-1
y h—1 los de polencia superior deben componer d,(A); por consi-
guiente, d,(A)=2*(A+1)(A—1). A su vez, los de potencia supe-
rior de éntre los que quedan deben formar 4, (A), es decir, d, (k)= A.
Puesto que todos los divisores elementales han sido ya distribuidos,
resulta que d,(A)=1. Es obvio que este método se puede aplicar
en cualquier caso, lo que demuestra el feorema.

Los divisores elementales dependen del campo principal K. Por
ejemplo, supongamos que los factores invariantes de una A-matriz F
son iguales a 2241 y (A*--1)% Si el campo principal es cuerpo de
los nimieros reales, el polinomio A2 41 es irreducible y los divisores
elementales de la matriz F son A*+1 y (A*+1)% Sin embargo, si
el campo principal es cuerpo de los ndmeros complejos, se tiene
Mol =(h—i)(A41) v los divisores elementales de F serani A4,
(A-0)2, A—i y (A—i)%

14.2. Divisores elemeniales de una matriz descompuesta. Para

obtener los divisores elementales de una A-matriz que tiene la forma
canénica diagonal es suficiente tomar, de acuerdo con la definicidn,
todos los divisores elementales de sus elementos diagonales. Mostre-
mos que esta misma regla tiene lugar también para una A-matriz
diagonal cualquiera.

LEMA. El sistema de divisores elementales de una h-malriz diago-
nal cualquiera F es la unidn de los divisores elementales de sus
elementos diagonales.

Supongamos que los elementos diagonales de F son los polino-
mios f(X), fs (&), ..., [.(A). Podemos aceptar, sin perder genera-
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lidad, que todos estos polinomios son diferentes de cero y que sus
coeficientes principales son iguales a 1. Indiquemos por D, () el
méximo com(n divisor de los menores de orden % de la matriz F.
Puesto que los coeficientes principales de los polinomios f, (), ...
vvuy fa(k) son iguales a la unidad, resulta que D, (L) es el deter-
minante de la matriz F, es decir,

Dn(1)=fl(;"}f1{}") ) J‘Fn{;‘)'
D,(\)=d,(}}d,(2) ... d,(}),

donde d, (A), ..., d,(}k) son los factores invariantes de la matriz F.
Por esto, indicande por e, (&), e, (%), ..., &,(%) los distintos factores
irreducibles de los polinomios ?,(J\), ..o» [o(M), podemos ver que
todo divisor elemental de la matriz F es una potencia de uno de
los polinomios e, (A), ..., &,(}). Despejemos ahoraen f, (&), ..., f, (M)
las potencias méximas de e,(X)} por las que son divisibles estos
polinomios. Sea

fihy=[e,(M)]*g () (=12, ..., n),

donde g;(M) no es divisible por e,{A). Queremos probar que
[e, ()]%, ..., [e,(A)]*> es precisamente el sistema de divisores ele-
mentates de la matriz F pertenectentes al polinomio irreducible e, (A).
Puesto que los divisores elementales de la matriz F no dependen
del orden de sus filas y de sus columnas, podemos disponer estas
{ilas y columnas de modo que

SIKHS .- K8y (M

Hallemos la potencia superior con la que e, (A) figura en D, (A).
Por definicidon, D,(A) es el maximo coméin divisor nﬁeu los menores
de orden % de la matriz F, entre los cuales, como hemos visto
anteriormente (p. 13.3), serdn diferentes de cero sélo los menores
iguales a

Fo (M) oo Foy W)= [e, 0" Mgy () ... gop (M)

En vista de las designaldades (1}, la menor potencia de &, (A) la
tiene el menor

Fo) oo Be)=[e, )]st ---*sug, (A) ... gy ().

Por consiguiente, D, (}) contiene e, (A) en la potencia s,+ ... +s,.
Sustituyendo aqui & por £—1, obtenemos que D,_,(A) contiene
g, (A) en la potencia s, ... -+s,_,. Pero el factor invariante d, (&)
es igual al cociente de D, (A} por D,_,(A). Por esto d, (%) contiene
e, (A) exactamente en la potencia s,. Luego, los divisores elemen-
tales de la matriz F pertenecientes al polinomio irreducible e, (A)
coinciden con los divisores elementales pertenecientes a e, (A) de los

Pero
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elementos diagonales de la matriz F. Puesto que nuestro razona-
miento es valido también para los demés polinomios e, (A), ..., e, (k).
el lema queda demostrado en el caso mas general.

TEOREMA 2. E/ sistema de divisores elementales de una matriz
descompuesta es igual a la unién de los sistemas de divisores elemen-
fales de sus células.

Sea F una A-matriz de forma celular diagonal

' F,
F= : .
F
Las {ransformaciones elementales de cada una de las células
F,, ..., F, pueden ser consideradas como transiormaciones de toda
la matriz F. Estas transformaciones no alteran la estructura celular
diagonal de la matriz F y las transformaciones, realizadas con una
de las células, no alteran la forma de las restanfes. Por esto,
mediante transformaciones elementales de la matriz F se pueden
reducir todas las células a la forma diagonal. Aplicando el lema
vemos que los divisores elementales de las matrices F, F,, ..., F,,
seran las uniones de los divisores elementales de aquellos elementos
diagonales' que figuran en estas matrices. En particular, los divi-
sores elementales de la matriz F se obtienen uniende los divisores
elementales de todos Jos elementos diagonales, es decir, uniendo los
divisores elementales de todas las cétulas F,, ..., F,, que es lo
que se queria demostrar.

Ejemplos y problemas
1. Hailense los divisores elementales de las matrices signientes:

A1 ¢ 0 1 A2 0 0 0 a2
Al 0 1 A4-2 y 0 0 AA—1
AL 1 A2 0 (A—1p
i A2 Ah—1)
2. Hillense los factores invariantes de las matrices:
A1) Al23 L1100
X A2 y [ A ]
(A4 1)2 ' Al orAo0
A (h—1} A 001 A

3. Héllense los divisores elementales de la matriz:
A2 A3 4] ARy
3 A4 3
Al ARl AT )

en el cuerpo de los nimeros racionales, en el cuerpo de los niimeros reales y er
el cuerpo de los ndmeros complejos.
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§ 15. Formas normales de la matriz de una aplicacién
lineal

15.1. Divisién de A-matrices. Se Ylama polinomic matricial en
la variable A la expresion de tipe

F(A) =AM 4+ A0 e ANP=2 4+ A, (1)

donde A,, ..., A, son matrices cuadradas de un mismo orden y
con elementos de un campo principal K. Dos polinomios se llaman
iguales, si son iguales las matrices que figuran en estos polinomios
en los términos con la misma potencia de la variable A. Los A-poli-
nomios matriciales se suman y se multiplican siguiendo las reglas
habituales. Esta claro que todo A-polinomio puede ser representado
mediante una matriz, cuyos términos son polinomios corrientes en A,
y viceversa. Por ejemplo

12 5 6 10 MA45h+1 6h+ 27
0 3]'*‘[7 _-2]“'[0 l]”=[ T an_2x+3}-

Luego, los A-polinomios matriciales son simplemente una forma
especial de representacion de A-matrices.

Si la matriz 4, de un A-polinomio (1) es diferente de la nula,
se dice que m es el grado del polinomic matricial. El polinomio
F (1) se llama regular, si la matriz A, es invertible.

Es evidente que el grado de una suma de A-polinomios matricia-
les no sobrepasa el mdximo de los grados de los sumandos. Mediante
ejemplos es facil comprobar que el grado del producto de dos A-poli-
nomios matriciales puede resultar menor que la suma de los grados
de los factores. Sin embargo, si al menos uno de los dos polinomios
que se muliiplican es regular, el grado del producto es igual exac-

tamente a la suma de los grados de los factores.
En efecto, si

AQ)= AAR 4 AM= L A,
B(\)=BA?+BA " ... +B,

y si B, es inverlible, el término principal del producto A (). B (%)
es igual a A,BA"*P y de A,By=0 resulta que O=A,8,B,"'=4,
lo que contradice a lo supuesto.

TEOREMA |. Cualesquiera que sean un )-polinomio matricial A(})
y un h-polinomio regular B ()) existen unos A-polinomios P (A), S(A),
Q (k) y R(\) que satisfacen las condiciones

a) AQ)=BM)PM)+S(Ry y AA)=Q (1) B(R)+R (),

b) o bien S(M)=0 o bien el grado de S () es menor que el grado
de B(A); o bien R(M) =0 o bien el grado de R (M) es menor que el
grado de B (A).

2
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Los polinomios indicados se determinan univocamente por las con-
diciones a) y b) y se dice que P(A) y S (A} son el cociente y el resto
a la izquierda y que Q (L) v R(A) son el cociente y el resfo a la
derecha de la divisién de A (M) por B(M).

La demostracion consistird en que indicaremos un método que
permite encontrar los cocientes y los restos y que, en el caso con-
siderado, coincide con el algoritmo de divisién de los polinomios
corrientes. Supongamos, por ejernglo, que A (A) y B (A)son de forma (2).
Si es m<p, podemos tomar P (A} =0 y S(h)=A(hr). Sea, pues,
mZz= p. Formamos las siguientes diferencias sucesivas

S, (M) = A (A)= AB; W =PB (h) = COA™ 4 ..,
Sy () =8, (A)—CPBWm=2B () = CPA™e - . . .,

S (M) =8, (M) —C B Am=1 B () = Ci+ O mens
donde los puntos susgensivos representan términos de grados inferiores
y donde m,,, < p. Sumando estas igualdades y tomando

S(h) =Sty (A),

P (h)= A.BFAm=F - CP By =P - . . - OB} A=,
obtenemos la primera de las relaciones a). Analogamente se deter-

minan Q (&) y R(A).
Resta demostrar la unicidad. Pero, si

AM=BM)PR)+SHM)=BR)P,())+S, (),

se tiene
BA[P (M) —P,(M)] =S, (M) —S (1)

Puesto que el polinomio B (L) es regular, resulla que si la dife-
rencia P (A)-—P, (L) es no nula, el grado del primer miembro es no
menor que el grado de B(A), mientras que el grado del segundo
miembro es, indudablemente, menor que el grado de B (A). Por esto
debe ser P(A)=P,(2) vy S{A) =S, (A).

15.2. Equivalencia escalar, Segin el p. 13.4, dos A-matrices
A(L) y B(}) son equivalentes si, y sblo si, existen unas A-matrices
U(k) y V(A), de determinantes no nulos que no dependen de A,
que satisfacen la relacién

: ARy =UR) BR)V(R). (3

Diremos que la matriz A(}) es escalarmente equivalenie a )a matriz
B(}), si existen unas matrices regulares U y V, formadas por ele-
mentos que no dependen de X, que satisfacen la relacién (3). Las
matrices formadas por elementos que no dependen de A se llamaran
escalares.
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TEOREMA 2. Si dos A-polinomios de primer grado Al-+B y Ch-+ D)
son regulares y equivalentes, también son escalarmente equivalentes.
Por hipétesis tenemos
AhB=U () (CA+D)V (1), @)
donde U (A) y V(M) son matrices de determinantes constantes dife-
rentes de cero. Indiquemos por P y § el cociente y el resto a la
izquierda de la divisién de U (A) por AL+ B e indiquemos por @ y R
el cociente y el resto a la derecha de la divisién de V (&) por A)+ B.

Es decir,
U=(AL4+B)P+S vy V=Q(AL4-B)+R. )]
Las matrices S y R son escalares, ya que son de grado menor que
la unidad. Probemos que
AL4+-B=8({CrL+D)R. (6
Efectivamente, mulliplicando por U~ ambos miembros de la igual-

dad (4), sustituyendo V' por su expresién (5} y agrupando los tér-
minos, obteneinos

(U=t —(CAL4-D) Q] (Ah + B) = (Crh 4 D) R.
Comparando los grados del primero y del segundo rniembros veremos

que la expresién que figura entre los corchetes debe ser igual a una
matriz escalar T; tenemos, pues, que

T=U"—(CA+D)Q y T(AA+B)=(CA+D)R. (¥4
De aqui resulta que
E=U{Cr4+D)Q+UT=(AL$+BYWV1Q4-UT =
=(AA+B)V'Q+ [(AA+B)P+S)T,
E=(AA4B)[V-'Q 4 PT) +ST.
Pero el segundo miembro puede ser de grado nulo sblo en el caso
en que sea cero la expresién que figura entre los corchetes, de donde
E=S8T y T=8"\.

Comparando con (7), obtenemos {6}, donde S y, por consiguiente,
R son matrices escalares invertibles.

es decir,

15.3. Criterio de semejanza de matrices. Segim el p. 3.1, dos
matrices 4 y B sobre un cuerpo conmutativo K se llaman semejantes
si existe una matriz invertible T, formada por elementos de K, tal que

A=T=BT, (8)
En el capitulo IIl se ha explicado la importancia que tiene el en-
contrar las condiciones de semejanza de unas matrices dadas. Em-
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pleando los resultados obtenidos es facil indicar las condiciones

necesarias y suficientes de semejanza de matrices y resolver, con

etlo, uno de los problemas principales de la teoria de matrices.
TEOREMA 3. Para que las mairices A y B, definidas sobre un cuerpo

conmutativo arbilrario K, sean semejantes es necesariv y suficiente

que sus matrices caracteristicas AE— A y AE—B sean equivalentes.
La necesidad es evidente, ya que de (8) se deduce que

AE—A=T-'(E—B)T,

es decir, que AE—B8 y AE—A son equivalentes y, es mas, son
escalarmente equivalentes, Viceversa, supongamos que las matrices
E—B y AE—A son equivalentes. Puesto que representan’'unos
A-polinomios matriciales regulares y de primer grado, resulta que
estas matrices son, en virtud del teorema 2, escalarmente equivalen-
tes, es decir, existen unas matrices S y R escalares y regulares
tales que
ME—A=S(AE—B)R.

Comparando en esta igualdad los coeficientes de A y los términos
independientes, obtenemos

E=8SR y A=8BR,
de donde resulta
A=R-1BR 9

que es lo que se queria demostrar.

De los teoremas demostrados se puede extraer el siguiente algo-
ritmo para determinar la semejanza de las matrices 4 y B: forma-
mos las matrices caracteristicas AE— A y AE—B y, empleando el
proceso descrito en el p. 13.2, las reducimos mediante transforma-
ciones elementales a la forma candnica diagonal. Si estas formas
coinciden, las matrices A y B son semejantes; si las formas son
distintas, las matrices 4 y B no son semejantes.

A veces, ademas de es¥ab]ecer el hecho mismo de semejanza, es
necesario hallar también la matriz transformador: 7 "tal que
B=T-1AT. Con este fin, para pequefios valores del orden n de las
matrices consideradas, se foma T =|j#;]}, se escribe la igualdad
matricial TB= AT en forma de n® igualdades entre los elementos
de TB y AT y se consideran estas igualdades como ecuaciones li-
neales homogéneas respecto a las n® incognitas ¢,;(i, j=1,2, ..., n).
Resolviendo este sistemna, se determina 7.

El método expuesto resulta muy voluminoso para grandes valores
de n y en este caso es preferible seguir el camino indicado en la
propia demostracion del teorema 3. Ante todo, conociendo las tran-
sformaciones elementales que reducen las matrices AE—A y AE—B
a la forma candnica diagonal y conociendo, por consiguiente, las
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transformaciones elementales que reducen AE— A a AE — B, podemos
enconirar, de acuerdo con el p. 13.4, unas A-matrices U (2) y V()
tales que

AE—A=U(X)(AE—B)V (A).

Calculando el resto a la derecha R de la division de V (A) por AE — A,
tendremos, segin (9), A= R~'BR, es decir, R serd una de las mat-
rices transformadoras que buscamos.

Notemos que para determinar R no es necesario realizar de hecho
la divisién de V(L) por AE— A, En efecto, representando V (A) en la

forma

V)=V VR -V,
y aplicando el esquema de divisién de! p. 15.1, obtenemos

R=V A"V AR~1 4 . 4V, (10)
Anilogamente, representando el polinomio U (XA) en la forma «iz-

quierda»
UR)=AU4+-2 "W, 4 ... U,

y realizando la divisién a la izquierda por AE— A, oblenemos para
el restc a la izquierda S la expresion

S=AU 4+ AU, +...+ U, (11)

Estas formulas para los restos de la divisién de un A-polinomio
matricial por el binomio AE— A son totalmente anilogas a.la formula
de Bezout r=f(a) para el resto de la divisién de un polinomio
corriente f(A) por el binomio A—a. Por esto las férmulas (10) y (11)
a veces se denominan formulas matriciales de Bezout para los restos.

15.4. Forma normal de Jordan. En el p. 12.2 hemos introducido
unas matrices de forma especial que hemos llamado mat rices de Jordan
y hemos estudiado algunas propiedades de las aplicaciones lineales,
cuyas matrices en un sistema de coordenadas adecuado tienen la
forma de Jordan. Sin embargo, hemos dejado sin resolver el problema
principal acerca de las condiciones en las que la matriz de una
aplicacion puede ser reducida a la forma de Jordan. Pero ahora
tenemos ya todos los medios necesarios para resolver este problema.

TEOREMA 4. Toda matriz cuadrada sobre el cuerpo de los nimeros
complejos, asi como sobre cualquier otro cuerpo conmutativo algebrai-
camente cerrado, es semefante a una maitriz de la forma de Jordan.
Dos matrices de Jordan son semejantes si, y sélo si, estdn compuestas
por las mismas células de Jordan y difieren una de la ofra a lo sumo
en la disposicion de las células a lo largo de la d-1gonal principal.

Anteponemos a la demosiracidon del teorema dos 'emas que tienen
también interés por si solos.
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LEMA L. La matriz caracteristica de una célula de Jordan tiene
solo un divisor elemental (h—p)", donde n es el orden de la célula y p
es su valor propio.

La matriz caracteristica de una célula de Jordan dada (véase
el p. 12.2) es de la forma

i e 10 09
A—p —1 ... O
AE=—A=Ft 7 awmw oo 3y

L A—p |

Calculemos et maximo comin divisor D, (A} de los menores de orden
k de la matriz AE —A. Ante todo, tenemos

D,(M)=|hE— A|==(A—p)~.
Despue‘; ,,_,I(M es el maximo comiin divisor de todos los menores

de orden n—1. Pero entre los altimos figura el menor
-] 0 ... 0 0
A—p —1 ... O 0
A—p ... 0 Of|=(—1)"
h—p =1

que se obtiene al suprimir la primera columna y la titima fila en
la matriz AE—A. Puesto que este menor es igual a =1, resulta
que D,.,(A)=1. Indiquemos por 4, (A), ..., d, (fulos factores inva-
tiantes de la matriz AE—A. De las re]acxones

n~1(1)= l(l) n—l(l'):l’
D, (M) =dy () ... dyey () d () =(h—p)"

se desprende que d,(A)=...=d,.,(A)=1y que d,(R)=(A—p)~.
Por consiguiente, LE— A 'tiene Slo un divisor elemental y este
divisor es igual a (A—p)"~.

LEMA 2. El sistema de divisores elementales de la mairiz caracte-
ristica de una mairiz de Jordan se compone de los divisores elemen-
tales de sus células de Jordan y determina univocamente, salvo el orden
de secuencia de las células a lo largo de la diagonal principal, la
forma de la matriz de Jordan.

Una matriz de Jordan es, por definicién, una matriz celular
diagonal con células de Jordan a lo largo de la diagonal principal.
Por elto, la matriz caracteristica de una matriz de Jordan se des-
compone en las matrices caracteristicas de las células de Jordan
aisladas. De aqui se deduce, en virtud del p. 14.2, que el sistema
de divisores elementales de la matriz caracteristica de una matriz
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de Jordan consta de los divisores elemzantales de las matrices ca-
racteristicas de cada una de las células de Jordan, habiendo un
divisor por cada una de estas células. Luego, el sistema de divisores
elementales de la matriz caracteristica de una matriz de Jordan
determina la forma de esta matriz univocamente, salvo el orden
de secuencia de las células a lo largo de la diagonal principal.

Las matrices caracteristicas de matrices semejantes son equiva-
lentes y, por lo tanto, tienen los mismos sistemas de divisores ele-
mentales. De aqui se deduce que las matrices semejantes de Jordan
deben estar [ormadas por células iguales de Jordan'y, para concinir
la demostracion del teorema 4, resta sélo saber cémo obiener a
gartir de toda matriz dada A la matriz de Jordan semef'anie a ella,

ea (A—p)™, ..., (A—p,)" el conjunto completo de los divisores

elementales de la matriz caracteristica AE — A. Indiquemos por B
la matriz celular diagonal, cuyas células diagonales son las células
de Jordan con los divisores elementales sefialados. Luego, la matriz
AE—PB tendra los mismos divisores elementales que tiene AE— A.
Pero entonces, segin el p. 14.1, las matrices AE—A y LE—B son
equivalentes y de aqui se desprende, en virtud del p. 15.3, que la
matriz A es semejante a la matriz de Jordan B. Hemos demostrado
el teorema.

Los razonamientos expuestos ofrecen también una respuesta a la
pregunta de cémo hallar a partir de una matriz dada A su matriz
semejante de Jordan. Para ello es suficiente formar [a matriz ca-
racteristica AE — A, reducirla mediante transfcrmaciones elementales
a la forma canénica diagonal, descomponer en factores los polinomios
diagonales, hallar los divisores elementales y construir a parir de
los mismos la matriz de Jordan. Sea, por ejemplo,

3 1 —3
A=| =7 —2 9
—2 =1 4

Formamos la matriz caracteristica

A—3 —1 3
ME—A=| 7 A42 —9
5 T e

determinamos sus factores invariantes. Es facil ver que estos fac-
ores son 1, I, (A—1)(A—2)%. Por consiguiente, los divisores ele-
mentales serdn A—1 y (A—2)* y la matriz de Jordan es

100
B———-[OQI S
002
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Para terminar hagamos una observacién mas. Si los divisores
elementales de la matriz AE— A resultan de primer grado, las cé-
lulas de Jordan de la matriz de Jordan correspondiente B seran de
primer orden, es decir, la matriz B sera diagonal. Reciprocamente,
si la correspondiente matriz de Jordan es diagonal, los divisores
elementales serdn de primer grado. Por consiguiente, para que una
matriz dada sea semejante a una diagonal es necesario y suficiente
que fodos los divisores elementales de su matriz caracteristica sean de
primer grado.

15.5. Forma normal natural. En el cuerpo de los nimeros complejos toda
matriz es equivalente a una matriz de Jordan determinada. Si el campo prin-
cipal K es un cuerpo conmutativo arbitrario, la reduccién a la forma de Jordan
puede resultar imposible. En todo caso, para que esta reduccifn sea posible es
necesario, y como puede verse ficilmente fambién es suficiente, que el polinomio
caracteristico de fa matriz se descomponga sobre K en factores lineales. Es por
esto que surge el problema de indicar una forma normail a la que pucde ser
reducida la matriz sobre el cuerpo conmutativo del que se toman sus elemen-
tos. Existe una cantidad infinita de formas normales de esta indole. Entre éstas
se obtiene con mayor facilidad la forma normal llamada natural.

Sea 3
fM=agtah+ .. oy Ar-i4in
un_polinomio cualquiera de grado no nulo y de coeficiente principal igual a la

unidad. Aceptaremos que los coeficientes del polinomio f(A) pertenecen a un
cuerpo conmutalive K, La matriz

0 1 0 ... 0 0
0 0 i w0 0
A= oaowow v N RN T
[ V] 1

—Oy =& =0y ... Opey =0y
se llama matriz asoclada del polinomio f (A).

LEMA 3. SI [(A) es un polinomio de grado no nulo y de coeficiente princt-
pal 1 y si A es su matriz asociada, los faclores invarianies de la mafriz caruc-
feristica AE-—A son iguales a 1, 1, ..., 1, f (M)

En electo, si f(A)=ao+ad ...+ 0ya A7 1445, se tiene

ho—1 ... @ 0

0 A —1... 0O 0 -l
RE =] i i 5 e e w b

00 0. X —1 J

Cg Oy Oy +.. Gpeg At Gpay
Suprimiendo la primera columna y la Gltima fila oblenemos un menor igual a
{(—1)2=1. Por consiguiente, el maximo comin divisor D,_, (A} de los menores
de orden n—1 es igual a la unidad. En cuanto a D, (M), este polinomio es
igual a) determinante de la matriz AE—A. Desarrollando este determinante
segiin los elementos de la aitima fila, encontraremos directamente que

D, (M) =ogdtyhd- .., AT =i in,

De D, (h)=1 se deduce que oy (M =...=dy (A}=1y de D,(A)=f{}) se
desprende que d, (A)=f (L) Eue es lo que se queria demosirar.

dice que la matriz es de forma normal nafural, si A se descompone
en células A, Ay o+ Ay que son las matrices asociadas de unos polinomios

121843
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fa(My faA), ..., [s(*) cada uno de los cuales es divisible por el anterior.
Probemos que los factores invariantes de la matriz A son iguales a2 1, ..., I,
f1 ), fy (A}, ..., f5 (M), donde el nimero de unidades es igual a la suma de
los grados de los polinomios f, (A), ..., fs (A) disminuida en s. Efectivamenle,
la matriz caracteristica es de la forma
~AE; — A,
. A‘z

AE == A== d 4

RE,— A, )

Segln el lema, toda célula AE;— A; puede ser reducida mediante transforma-
ciones efementales a la_forma diagonal en la que los elementos diagonales
serdn 1, ..., 1, f;(A). Cambiando después en la matriz AE—A el orden de
las ii[asdy de las columnpas, la reduciremos a la forma diagonal con los ele-
mentos diagonales 1, ..., 1 [ (A), ..., [;(A). Puesto que todo elemento aqui
es divisible por el anterior, ésta serd la jorma candnica diagonal y los elemen-
tos 1, ..., b, fiA), ..., fi(h) serdn los factores invarianies de la matriz
AE—A. Como quiera que el orden de la matriz A era igual a la suma de
los grados de los polinomios fy (A), ..., f¢(A) v el nGmero total de factores
invariantes es igual al orden de la matriz, resulla que el ndmero de unidades
que figuran entre los factores invariantes coincide con el sefialado.

De nuestro razonamiento se desprende, en particular, que la forma normal
natural queda univecamente determinada por los factores invariantes de su
matriz caracteristica,

Ahora podemos demostrar en unas palabras el leorema siguiente.

TEOREMA 5. Toda mafriz A con elemenfos de un cuerpo conmutativo K se
reduce sobre este cuerpo a una forma normal natural, y sélo una.

Sean 1, ..., I, fi (M), ..., fs(A) los factores invarianies de la matriz
LE— A, Puesto que la suma de los grados de todos los factores invariantes
debe ser iguai al orden de la matriz A, resulta que el nfimero de unidades que
figuran aqui es igual a la suma de los grados de los polinomios fy (A), ..., fs(A)
disminuida en s, Construyamos para cada uno de los polinomios f; () su ma-
triz asociada B; y consideremos la matriz celular diagonal de células diagonales
By, ...y By Como todo polinomio f(-(}ﬁ es divisible por el anterior, A es la
matriz normal natural. Segin hemos demostrado anteriormente, los factores
invarianies de la matriz AE—B8 son iguales a 1, ..., I, (A} «ouy (R} Y
coinciden, por consiguiente, con los factores invariantes de la matriz AF — 4.
De aqui se deduce, en virtud del teorema 3, que A es semejante a B. Con esto
queda demosirada la posibilidad de reducir la matriz A a la forma normal na-
tural. La unicidad resulta de que la matriz natural B se determina univoca-
mente por los factores invariantes, que, a su vez, se determinan univocamente
por la matriz A.

16.6. Otras formas normales. La ventaja de ta forma normal natural estriba
en que es absolutamente univoca: tanto las propias células diagonales como el
ordén en que estdn dispuestas a lo largo de la diagonal principal se determinan
univocamente. Entre los defectos figura el que esta forma no ofrece la reduc-
cion a las células de menor orden posible asi como el que no comprende la
forma de Jordan como un caso particular,

E! primero de estos defectos guede ser superado del modo siguiente. Con-
vengamos en llamar una matriz B casinatural, si B se descompone en célplas
By, .... Bs; que representan las matrices asociadas de polinomios de tipo
fer 3™ ..., ey (MI™, donde 2((A), ..., gg(A) son polinomios irreducibles
sobre el campo principal K de coeficientes principales iguales a 1. Puesto que
&y es la matriz asociada del polinomio [g; (A)]™, los factores invariantes de la
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matriz caracleristica AE;— B; son iguales a 1, ..,, 1, [e;{A)]™. Por consiguien.
te, AE;—B; tiene un tnico divisor elemental [g; (1))™ y los divisores elemen-
tales de la matriz AE —B seran [ey (W)™, ..., [e; (A)]™. Puesto que el range
de la matriz AE—B es igual a su orden y es igual 2 la suma de los grados %e
los polinomios [e; (A)]™, resulta que la matriz casinatural se determina pur sus
divisores elementales univocamente, salvo el orden de disposicidn de las células
a lo largo de la diagonal principal.

Igual que en el punto anterior de aqui se desprende direct te que toda
matriz A formada por elementos de un cuerpo conmutative K se reduce sobre
este cuerpo a la forma normal casinatural. Esta forma queda determinada por
la matriz A univocamente, salvo el orden en el que siguen las células a lo jar-
go de la dia%ﬂna] principal.

Las células de la forma casinatural no pueden ser descompuestas sobre el
cuerpo conmutativo K en células de menor orden, ya que si esta descomposi-
cién fuese posible, resultaria que la matriz caracteristica de la célula tendria
por lo menos dos divisores elementales en lugar de uno.

Para concluir examinemos la forma normal que puede ser considerada como
una generalizacién de la forma de Jordan al caso de subcuerpos conmutatives
arbitrarios K del cuerpo de los niimeros complejos f). Sea e (k) un polinomio
irreducible con coeficientes de K. Aceptaremos que el polinomio e(h) es de
gradoe no nulo y T.IE su coeficiente principal es igual a la unidad.

LEMA 4. Si el polinomio caracteristico de una matriz A [ormada por ele-
mentos de un cuerpo conmufativo numérico K es irreducible sobre K y es igual a
e(X), la matriz celular

A v

0
V]

EQ
AE
B= TG it
A E

A

+

donde £ es la mafriz unidad, iiene una matriz caracleristica que posee un dnico
divisor elemental [e(A)]™, donde m es el nidmero de células diagonales de la
mairiz 8.

Sea LE— A= P; entonces

P—E 0..0 0
P—E ... 0 0

AE=B=| L ; (12)
P _E
P

Si agregamos ahora a las células de una columna cual?uiera de la matriz
SLI?.} las células de ofra cualquiera de sus columnas muiliplicadas por una
-matriz arbitraria S, esta operacién equivaldrd, obviamente, a una serie de
transformaciones elemeniales de lipo 1l o IV realizadas con la matriz AE—8,
de modo que el resultado sera una matriz equivalente a AE — 8. Tengamos en
cuenta esta observacién y reallcemos sucesivamente las siguientes transforma-
ciones con la matriz AE—B: agreguemos a su primera columna la segunda
columna multiplicada por P; agreguemos a la primera columna de la matriz
nueva su tercera columna multiplicada por P?, a su seginda columna la tercera
multiplicada por P, etc. Después de estas transformaciones obtendremos fa

1) Hablande mas generalmente, al caso de cualesquiera cuerpos conmutali-
vos perfectos. Pero entonces, en lugar del cuerpo de los ndmeros complejos
habra que tomar la adherencia algebraica del cuerpo conmutativo correspondiente.

12+
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matriz
0 —EF 0 ... 0
4] ¢ —E ... a
0 "0 T Ll ZE
LM pmel past P.

Agregando ahora a la Glima fila la primera, la segunda, .., filas multiplica-
das, respectivamente, por Pm-~1, pm=2 v cambiando el orden de las co-
lumaas, obtendremos la matriz

—E

* . (13

Pueste que la matriz (13) tiene la forma celular diagonal y sus células niciales
coinciden, salvo el signo, con matrices unidades, resulta gue los divisores ele-
mentales de la matriz (I3} coinciden con los divisores elementales de la matriz
Pm— (AE— A)™ que pasamos ahora a examinar,

Por hipétesis, el polinomio caracteristico de la matriz A es igual a e(A) y
es irreducible sobre el cuerpo conmutativo K. De aqui se desprende que todas
sus raices en el cuerpo de os nfimeros complejos son diferentes y que, por con-
siguienie, existe una matriz compleja T tal que TAT=! es de forma diagonal
y que

A—a,
h—ay

AME—TAT 1= % .

'J..—a,,

La matriz P™ ¢s equivalente a la matriz TP#T~1=(TPT~2)m y la dltima es
de la forma

(h—ay)m

IT (AEm A) T =(LE—TAT=tymn = . )
- —apym

Por esto, los divisores elementales de la matriz P™ en el cuerpo de los nfime-
ros complejos son iguales a (A—oy)™, ..., (A—a,)™. Todos ellos pertenecen a
diferentes polinomios irreducibles. Los factores invariantes de la matriz P= son
L oon L (h—ag)®. . (h—a,)" =2 (A)]™. Pero el polinomio e (A) es irreducible
sobre el cuerpo conmutativo K y, por consiguiente, la malriz AE— P™ {iene en
este cuerpo conmufativo sélo un divisor elemental, a saber, [e(A)]™. Es decir,
la matriz (ISgly con ella también la matriz (12) tienen sdélo un divisor elemen-
tal fe (A})]™. Hemos demostrado el lema.

Si A es la matriz asociada de e(A), diremos que ta matriz B es la célula
generalizada de Jordan correspondiente al divisor elemental [e (A)]™. Asimismo
diremos que una matriz tiene la forma generalizada de Jordan, si se descom-
pone en células generalizadas de Jordan. Estd claro que una matriz generali-
zada de Jordan se detersnina plenamente por sus divisores elementales.

TEOREMA 6, Toda matriz A [ormada por elementos de un cuerpo conmuta
tivo K se reduce sobre este cuerpo a la forma generalizada de Jordan. Esid forma
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queda deferminada por la matriz A univocamente, salvo el ord:n de dispusicién de
{as células a lo largo de la diagonal principal,

En efecto, sean [, (A}]™, ..., [2; (A)]™* los divisores elementales de la ma-
iriz AE—A en el cuerpo conmutative K. Construyamos para todo polinomio
[e; (A)]™ la correspondiente célula generalizada de Jordan B; y consideremos |a
matriz celular diagonal B con las células B; a lo largo de’la diagonal prin-
cipal.

En virtud del lema 4, los divisores elementales de la matriz AE— B son
iguales a los respectivos divisores elementales de la matriz AE — A. Puesto que
AE—8 v AE—A son, ademds, del mismo rango y del mismo orden, resuita
que A es semejante a B. La unicidad se deduce de que los divisores elementa-
les de la mairiz AE— A determinan univocamente la matriz B,

Si el campo principal K es cuerpo de los nidmeros complejos, todos los
polinomlos irreducibles son del primer grado. Por consiguiente, las matrices
A y B de las células generalizadas de Jordan serdn del primer orden, de modo
que las células generalizadas se convierten en las células corrientes de Jordan.

Consideremos también el caso en que el camgu principal K es el cuerpo de
todos los nimeros reales. Los polinomios irreducibles sobre X serdn de dos tipos:
1) polinomios de primer grado A—p; las respectivas células generalizadas de
Jordan serdn células corrientes de Jordan y 2) e(A)=A2+ph+-g, donde
pP—idg < 0. la célula asociada A es de la forma

L4 4

fla célula generalizada de Jordan correspondiente a (A2-fpAh+4-g}™ tienc la
orma de la matriz B del lema 4, donde en lugar de A se puede tomar una

matriz de otro tipo
= = B%}.
a=[_§ o]

o vy P son los coeficientes de la parte real y de la parle Ima?narla, respectiva-
mente, de la raiz compleja del polinomio A%~ ph-j-g. Esta sustitucidn es posibie,
ya que el polinomio caracteristico de la matriz

e
es igual a A?+-ph--g.

Ejemplos y problemas

1. Determinese cudles de las matrices

%, s 42 130 95 I
—_ -2 6.[—8—-24-—5, 7 4 —22|,
—TE 1 21 -5

5 ~23

8 —13 16 20 — B89 —32] 2 00
—8 18 —22f, Juu —s51 2| y i
—11 922 27 20 — 95 36 I =it i3

son semejantes. Hallense sus matrices de Jordan semejantes.
< uéstrese que el pelinomio caracteristico de una matriz A es igual al
preducto de {odos los factores invariantes y que el polinomic minimo es igual
al altimo de los factores invariantes de la malriz caracteristica AE— A.
" 3. Hallense los polinomios minimos de las matrices indicadas en el pro-
lema |,
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4, Demuésirese que sobre el cuerpo de los niimeros complejos toda matriz
cuadrada es semejante a una matriz diagonal si. y sélo si, su polinomio minimo
no tiene raices maltiples.

5. Demuéstrese que las matrices reciprocamente transpuestas A y A’ son
siempre semejantes.

. Si A es una matriz refular v B es una matriz cualqulera, ta matriz AB
es semejante a la matriz BA. ¢Serdn semejantes AB y BA siendo arbitrarias
las matrices A y B?

7. Hillense |las formas normales de las matrices

£ o=
B T
[22 9—-2?’])' = 5 .0
i = 3 e

sobre el cuerpo de los nfimeros racionales, sobre el cuerpo de los nimeros reales
y sobre el cuerpo de los numeros complejos.

8. Muéstrere que para obtener la forma normal sobre el cuerpo de los
nimeros complejos se puede tomar en lugar de las células de Jordan células de
tipo

pal...00
pa...00
p...00
pa

P

donde =« es un nimero fijo cualquiera diferente de cero.

9. CARACTERISTICA DE SEGRE Sea 4 una aplicacién lineal de un es
pacio vectorial complejo y sean py, ..., ps distintos valores propios de esta
aplicacion. Indiquemos por oy, Oap, ..., Oj los drdenes de las células
de Jordan en la forma normat de Jordan “de .4, correspondientes al valor
propio pg. El simbolo

(o1, Gats o2} {Oygy Ongy .0} oo {O1g Oag, o00))
se denomina caracleristica de Segre de la aplicacidn . Por ejemplo, las matrices
11 21 210 2100
01 02 21 210
L | 2Ll 2 |7 21
2 02 3 2

tienen, respectivamente, las siguientes caracteristicas de Segre: [{2,1) (1)],
((2,2)], (3 (1) y [(4)]. Calcilense las caracteristicas de Segre de las matrices
indicadas en el problema 1

10. CARACTERISTICA DE WEYR. Sea .,/ la misma aplicacién del problema
anferior. Indiquemos por
i Ryt Ry - Gpt gt oy,
los defeclos de las aplicaciones f—p&, (A—piE) ..., (A=—p6)P, donde p
es la mulliplicidad def valor propio p;. La fila fap, a@q, ..., %p) Se denomina
caracieristica de Weyr de la aplicacién 4 correspondiente al valor propio p,.

Demuéstrese que las caracteristicas de Weyr de las aplicaciones indicadas en el
problema 9 son iguales, respectivamente, a

{2 1) (0L H2 2. L Lo ) y Ly L, 1
11. Demuéstrese que la caracteristica de Segre y la caractecistica de Weyr
correspondientes a un mismo valor propio estdn relacionadas del modo siguienie.
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Supongamos que ia caracteristica de Segre es (6, 4, 3, 3). Consideremos el dia-
grama de puntos

El nimero de puntos en las sucesivas columnas de este diagrama sera precisa-
mente la caracteristica de Weyr. Para el caso considerado es igual a {4, 4, 4,
2,1, 1}

12.} Toda matriz con divisores elementales irreducibles se denomina semi-
simple. Demuéstrese que cualquier matriz A puede ser descompuesta en la suma
de una malriz semisimple y otra nilpotente permutables entre si y que esta
descomposicién es finica.

§ 16. Funciones de matrices

En este pardgrafo seran considerados aquellos problemas del cileulo
de matrices en la solucién de fos cuales se emplea la posibilidad de
reducir las matrices a la forma normal de Jordan. De acuerdo con
esto se aceptard que el campo principal es el cuerpo de todos los
nlmeros complejos.

16.1. Polinomio en una matriz de Jordan. Las funciones de ma-
trices mas sencillas son los polinomios. Mas tarde daremos la defi-
nicién general de funcién de una matriz, mientras que ahora dare-
mos la expresién expticita de un polinomio en una matriz que tiene ta
forma normal de Jordan. Consideremos primero una célula aislada
de Jordan de orden n

p10 ... 00;
1 asw 00

Hmd  ® i . M
P

Demostremos que para cualesquiera valores naturales de m es valida

ia férmula
p? (T’l) pm=t L. (n—-n:l) pm-nEl

AR = [y P REQ) p‘“'"*" . (2)
pia' o
donde se ha tomado

(T)= m(m-—ll)‘é.

 (m—k 1)
R :

El método de demostracion mdas sencillo es por induccién se-
ghn m. Para m=1 la férmula (2) coincide con (1) y por lo tanto
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es veridica. Por otro lado, si la igualdad (2) es valida para un
valor de m, multiplicindola por A, obtendremos, mediante el cilculo
directo, que la formula (2) es también vélida para Am+1,

Sea ahora f () un polinomio en A:

FO) =g+ o @A . .. + AR,
Tenemos, por definicion,
FA) =0E+ e, A+ aA*+ ... + oA
Introduciendo aqui en lugar de las matrices A™ sus valores de (2),

veremos que en la {-ésima fila y en la (i +s)-ésima columna de la
matriz f(A) aparece la expresidn

Ea )

k
- mim=—1) .., {m=—s)
% I
m=0

Por consiguiente, obtenemos definitivamente que
(1O 1@ FF O . g " 0)
1 ’
f(A)= FO) GF @ . =g f=ro | @)

P =

= r'(i'-'l_|

Hemos calculado el valor de un polinomio en una célula de Jordan.
Pero una matriz general de Jordan A es una suma directa de célu-
las aisladas de Jordan:

A=A+ A4,+ ... + A4,
y segin el p. 1.4 tenemos
A =F(A)+FA)+ ... 4 (AY. )

Aqui f(A,), ... [(A;) son polinomios en células aisladas de Jordan
y sus expresiones vienen dadas por la férmula (3). Este resultado
se puede aplicar también para el cilculo de polinomios en matri-
ces A que no tienen la forma de Jordan. En efecto, determinamos
primero una matriz 7 tal que la matriz T='AT = B tenga la forma
normal de Jordan, calculamos después f(B) empleando las f6érmu-
las (3) y (4) y, finalmente, teniendo en cuenta la relacion

F(AY=HTBT-)=T{(B) T
{p. 3.1) obtenemos el valor de f(A).

16.2. Funciones escalares. El concepto general de funciones ma-
triciales se define de la misma forma absolutamente que el concepto
de funciones numéricas corrientes. A saber, consideremos un conjunto
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de matrices M. Si a toda matriz A de M se pone en correspondencia
una matriz B8, se dice que B es una funcién de 4 definida sobre .
Queremos ahora poner en correspondencia a toda funcién numérica
corriente p =f (A)—que estd definida sobre un conjunto de niimeros
complejos y que satisface las condiciones indicadas mis abajo—una
determinada funcion matricial f(A4). Esta correspondencia se obtiene
del modo siguiente. Sean dadas una funcién numérica p=f (1) y una
matriz arbitraria A. Indiquemos por p,, @, -..,ps; los diferentes
valores propios de la matriz A. Reduzcamos A a la forma normat
de Jordan

T-*AT =B=B8B,+B,+...+B,,
donde B,, ..., B; son células de Jordan, y consideremos una de
estas células, por ejemplo, la célula

p, 10...00

Hpm| 0 dawl (5)

Pl
que corresponde al divisor elemental (A—p;)%. Si la funcién f ()

estd definida en una vecindad del punto p; y tiene derivadas finitas
Fe:), ..., fu=Y(p,), tomamos por definicion

(1) FF @) o et =" 0)

f(B)= flod ... mr‘"‘-‘“’{pd ; (6)
|_ f(i)-']'_a

Ademas, si f(A) estd definida en una vecindad de cada uno de los
puntos p,, ..., p, y tiene en estas vecindades derivadas de orden

adecuado, lomamos también
FBY=F(B)+F(B)+...+F(B) M

y

FAY=THBYT =T (F(B)+ ... +F(B)NT™. (8}

La matriz f(A) se {lama valor de la funcidn f(A) para A= A. Mas
abajo se demuesira que f(A) no depende de como se reduce la
matriz 4 a la forma normal y es, por consiguiente, una funcion
matricial de A. Esta funcién se denomina correspondiente a la fun-
¢cidon numérica [ (A). Estd claro que no todas, ni mucho menos,
funciones matriciales poseen las correspondientes funciones numéricas.

! Es decir, de cdmo se escoge la matriz T,
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Aquellas para las cuales existen funciones numéricas correspon-
dientes se denominan funciones escalares.

Indiquemos algunas propiedades elementales de las funciones
escalares:

A) Si f(A) es un polinomio en A, el valor de la funcion escalar
f(A) coincide con el valor del polinomio f(A) para A=A en el
sentido del p.1.2.

Electivamente, la propia definicién de las funciones escalares se
ha realizado de modo que, para el caso de polinomios, coincida
con la antigua.

B) Sea A una matriz y sean f,(A) y f.(A) unas funciones nu-
méricas para las cuales tienen sentido las expresiones f, (4) y [, (4).
S'tff%) =f(A)+F, (1), también f(A) tiene sentido y f(A) =f,(A)+
+Ff (Ag)-

C) Si A es una matriz, f,(A) y f,(A) son unas funciones numé-
ricas tales que f,(A) y f,(A) tienen sentido y si f(A)=f, (A} fa (D),
también f(A) tiene sentido y f(A)=F,(A)[,(A4).

Las demostraciones de las propiedades B) y C) son semejanies
y por ello nos limitaremos al caso de la propiedad C). Para calcu-
lar los valores f,(A), f.(A) y f{xg debemos, por definicién, reducir
A a la forma normal de Jordan y emplear las férmulas (7) v (8).
Si se logra demostrar que f(B)=f,(B)f.(B), de la iférmula (8)
resultard “directamente que f(4) =f, (4)f,(4). Por otro lado, se tiene

FBY=F(B)+F(B) ...+ (By,
fi. (B]fS(B)nlfl (Bl)fﬁ(BI]+ s +|f| [Bl')fa{B!]
y.dpor consiguiente, todo se reduce a la demostracion de las igual-
dades
f(Bl}=f1{BJ)f!‘B:J (i=1, 2, st £y

donde B; son células de Jordan. Tomando los valores de f,(B;) y
f2(B;) segin las formulas (6) y multiplicAndolos, veremos que en
la k-ésima fila y en la (R + j)-ésima columna de la matriz f,(B,) f, (B))
aparece el elemento igual a

L) 7112 @+ FF 0 g K O 4 <o+ 7715 (0)- Fa ),
Esta expresion puede ser representada en la forma
a[h@ @+ RE e 12 @ )]

que, de acuerdo con la regla de la derivada de un producto de fun-
ciones, coincide con ﬁf‘f’ {p). Por consiguiente

f(B) ], (B)=1](B)
y la proposicion C) queda demostrada,
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Analogamente, empleando esta vez [a regla de la derivacién de
una funcion de funcion, se podria demostrar que siendo @ (R) ¥ f (¢ (1))
funciones numéricas que satisfacen las condiciones en las que la
expresion f(p(A)) tenga sentido y siendo ¢(A)=f(p(A) se tiene
B(A)=F(p{A).

D) Sea A una matriz cuyos valores propios son p,, Py ... Ps
con la particularidad de que todo valor propio aparece aqui tantas
veces como su multiplicidad lo indique. Si f(A) es una funcidn
numérica y si f(A) tiene sentido, los valores propios de la matriz
f(A) son iguales a [(p,), f(Pa), <., f(p,)-

En efecto, los valores propios respectivos de las matrices f(A)
y T='f(A)T =f(T~'AT) coinciden y, por lo tanto, podemos aceptar
que A tiene la forma normal de Jordan. Las férmulas (5) y (6)
muestran que en este caso f(A) tiene la forma triangular con la
particularidad de que a lo largo de la diagonal principal de f(A)
liguran los nameros f(p,), f(p,). ..., F(p,). Puesto que los elemen-
tos diagonales de una matriz triangular son sus valores propios, la
proposicion D) queda demostrada.

Consideremos dos ejemplos. 1) Sea f(A)=A~!. Esta funcién ests
definida en todo punto, salvo A=0, y para todos los valores de A
diferentes ‘de cero tiene derivadas de cualquier orden. Por consi-
guiente, si la matriz A no posee valores propios nulos, es decir,
si A es regular, resulta que f(s.q) tiene sentido. Pero A-f(A)= ]
y por lo tanto A.f(A)=E, de donde fenemos f (4)= A~'. Es decir,
a la funcién A™! le corresponde la matriz inversa.

2) Sea f(A)=V A . Para A 5= 0 esta funcién tiene derivadas finitas

de cualquier orden. Por consiguiente, la expresion /' 4 tiene sentido
para todas las matrices regulares A*. Tomando A=A en la

relacién
FAM)F(hy=h
A (A)=A.

Hemos demostrado, por consiguiente, que de toda matriz regular se
puede extraer la raiz cuadrada.

obtenemos

16.3. Represeniacién de los valores de funciones por polinomios.
En todos los cursos del Algebra superior se considera el problema
de como a partir de un sistema dado de ntmeros diferentes p,, p,,
..., py ¥y de ofro sistema cualquiera de nameros o, a,, ..., o,
obtener un polinomio f(A) que en los puntos p,, p,, ..., p, tome

b Para evitar la multiformidad de l/'A. y hacer més rigurosos los razona-
mientos, es suficienie efectuar en el plano complejo de la variable A un corte
desde el origen de coordenadas a lo largo de un rayo que no conlenga ninguno
ded'losl valores propios de ia malriz A vy considerar sdlo una de las ramas del
radical.
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los valores «,, o,, ..., @, respectivamente. La solucién se ofrece
en forma del conocido polinomio de interpolacién de Lagrange.

En lo sucesivo serd importante saber constriur los polinomios
cuando tanto ellos como sus derivadas hasta un orden determinado
toman tos valores dades en los puntos p,, p,, ..., p,. Este problema
es, por consiguiente, una generalizacién directa del problema ante-
rior. Enunciemos la proposicion referente a su solucién en forma de
un lema especial.

LEMA. Sean p,, Py, ..., P, UNos ntmeros diferentes dados y sea
dada una labla de (k- 1)s ndmeros cualesquiera o, Existe un poli-
nomio p(A)} que en todo punto p; toma el valor a, mieniras que su
i-ésima derivada toma el valor a; (i=1,2, ..., 5 j=1, ..., k)

Primero conviene construir un polinomio auxiliar p; (L) que tanto
€l como sus derivadas hasta el orden % tomen los valores requeridos
solamente en el punto p; y se anulen en los demis puntos. Tomemos

‘P!()"J”"Ba‘n'}'ﬁu (l_pf)'{' i i) +ﬁtk(}"—9i}kl
Qp(R)=(h—p)** o A=y P A —ppa )4 (h—p )it
pi(R)=@; (M) D, (1),
donde B,, B;, ..., B; son unos niimeros por ahora indeterminados.
Es evidente que para cualesquiera valores de B, ..., P, se tiene
pilp)=pile)=...=pP(p)=0 (is=i.
De acuerdo a la regla de la derivacién de un producto tenemos

P ) =0 () D, (o) + 168V (o) D (o) + - . . +9,(0,) D (p),

es decir,
=i 1By @)+ i 1By sy Do)+ . .. + B @P (Pe)- (9)

Como @, (p,)#0, tomando j=0, 1, ..., # podemos determinar de
las relaciones (9) sucesivamente los niimeros By, Bry, -.., B ¥, con
ello, caleular p,(A). E! polinomio

P =p,R)+p, (M) 4+ ... +p, (M)

satisfara, obviamente, las condiciones del lema.

Consideremos una funcién numeérica f(A) v una matriz A tal que
el valor f(A) esté definido. Probemos que existe entonces un poli-
nomio p(A) tal que p(A) es lgual a f(A). Indiquemos por p,, p,,

.-y Ps los distintos valores propios de la matriz 4. Sea n su orden.
De acuerdo con el lema que acabamos de demostrar podemos con-
struir un polinemio p(X) que satisfaga las condiciones siguientes®

pled=Ffpd. P )=F ) ... P V(p)=F""V(p) (10)
i=1, ..., 3.

b 5j algurias'de las derivadas fU'(p;) sobran para la determinacién de f (A},
Jos ndmeros correspondicntes de (10) pueden ser sustituidos por ceros.
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Para determinar el sentido de la expresion f{A4) sélo necesitamos
conocer los valores que toman en los puntos p,, p,, ..., p, la funcién
f(h) y sus derivadas hasta el orden n—1 a lo sumo. Puesto que
estos valores de f(A) y de p(A) coinciden, resulta que f(A)=p(A).
Es decir, hemos obtenido el siguiente resultado:

TEOREMA 1. Los valores de fodas las funciones escalares de una
matriz A pueden ser represeniados mediante polinomios en AV,

En particular, considerando la funcién f(A)=}% vemos que
para toda matriz regular A existe un polinomio p(M) tal que

p(A)yp(A)=A.

Empleando el teorema 1 es fécil resolver el problema que hemos
dejado pendiente en el punto anterior acerca de la unicidad de la
determinacién del valor de f(A). En efecto, conociendo los valaores
de la funcién f(A) y de sus derivadas en los puntos p,, ..., p, po-
demos construir el polinomio psl) cuyo valor p(A) no depende de
cémo se reduce la matriz A a la forma normal de Jordan y cain-
cide, al mismo tiempo, con el valor }(A). Es decir, el valor f(A4),
definido en el punto anterior mediante la reduccién de la matriz 4
a la forma normal, no depende de c6mo se realiza esta reduccién.

Hagamos una observaciéon més. Sea f(A) una funcién numérica
y sea A una matriz tal que f(A) tiene sentido. En virtud del
teorema 1 podemos hallar un polinomio p(&) tal que p(A)=7F(A4).
Dada la funcién f (L), el polinomio p(A) depende sélo de los divi-
sores elementales de la matriz A. Pero los divisores elementales de
la matriz A y de la matriz transpuesta A’ coinciden y, por ello,
se tiene p(A’)=f(A’"). Es facil deducir del punto 1.3 que p(A4’) =
=="p(AY'. Es decir, para toda funcién escalar f (A) tenemos f (A") =f ( Ay’

16.4. Divisores elementales de funciones. Estudiemos el problema

de como determinar a partir de los divisores elementales de una
matriz A los divisores elementales de una de sus funciones escala-
res f(A). Reduzcamos 4 a la forma normal

T1AT=B=B8,+B,4+...+8B, (11)
donde B,, ..., B, son células de Jordan. Por definicién,
F(AY=T(B)T~!

y, por consiguiente, los divisores elementales de las matrices f(A)
y f(B) coinciden. De (11) se desprende que

f(B)'—_‘f(B1)+f{Bs)+ coo (B

U Notemos una vez més que, seglin los razonamientos expuestos en el texto,
todo valor f({A) de una funcién escalar f dada se ‘puede representar mediante un
polinomio p(A). Sin embargo, para una misma funcién Fute pelinomio serd
diferente, segiin sean diferentes las matrices A,
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luego, el sistema de los divisores elementales de la matriz f(B)
es [a union de los sistemas de los divisores elementales de ias células
F(B), ..., f(By). Es decir, nuestro problema inicial se reduce al
siguiente: dada una célula de Jordan B; de divisor elemental
{(A—p;)" hallar los divisores elementales de f(B,).

En virtud de las férmulas {(5) y (6) tenemos

[h=Te) —F (o). .. — Gty 1= (0))
LE,—f(B)= l—f(n;)---—m?l_gj,f““—”(po . (12)

L A—flpi)
Determinemos los maximos comunes divisores D, (%), D, (A},

..., Dy, (1) de los menores de primero, segundo, ..., n,-ésimo orden
de esta matriz. El mayor de ellos D, (?) es igual al determinante de

la matriz, es decir,
Dy (h)y = (h—[f(p))™.

Todos los demdas son divisores de Dy (A) y, por consiguiente, son
de la forma (A—f(p;)})*. Consideremos D,,_,(A). Este polinomio
debe ser un divisor de todos los menores de orden n;,—1 de la
matriz (12) y, en particular, del menor A(A) que se obtiene supri-
miendo la primera columna y la Gltima fila. Sin embargo, si en
este menor se introduce en lugar de A el nimero f(p;), se obtiene
una matriz de forma f{riangular y con los elementos — f’(p;) a lo
largo de la diagonal principal y, por consiguiente,

Alpd)=(—F (p))"~". (13)

Supongamos ahora que [’ (p;) ¢ 0. La igualdad (13) muestra enton-
ces que A(A) no es divisible por A—f(p,). Pero el polinomio
Dy,-1 (M) debe ser un divisor comin de los polinomios A (A) y Dy, (4)
es decir, Dy (A)=1. Los demés polinomios D-2(A), ... D, (%),
D, () son divisores de Dy.1(A) vy, por ello, también son iguales
a la unidad. Calculando los cocientes Dy, :D, vemos que los facto-
res invariantes de la matriz (12)serdn 1, ..., 1, (A—] (p))™, debido
a lo cual la matriz (12) tendra sélo un divisor elemental (A — [ (p;))™.
De aqui se desprende e] feorema siguiente:

TEOREMA 2. Sea A wuna matriz de valores propios p,, ..., p,
y sea f(M) una funcidn tal que {'(p))s=0 (i=1, ..., s). Enfonces,
si la matriz f(A) existe, sus divisores elementales se pueden oblener
sustifuyendo cada uno de los divisores elemenfales (h—p,)™ de [a
matriz A por la expresion (h—f(p))*.

Por ejemplo, si A es una matriz regular y f(?)=4"1, se liene

]

f(Ay=A4""y F'(p;)=—p7*5=0. Luego, si sustituimos todo divisor
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elemental (A—p;)** de la matriz A por la expresién (A—p;2)™,
obtendremos el sistema de divisores elementales de la matriz inversa.

El fearema 2 permile determinar los divisores elementales de la matriz
f {A) pertenecientes a a?uellus valores propios f(p;} para los cuales f'{p;) # 0.
No es dificil obtener la regla correspondiente también para el caso en que
{' (pi)="0. Supongamos que para un valor propio de una matriz A se ticne

Fed=F(ph=-...=f*=D(p)=0y & (p;} 2 0. (14)

Querestios deferminar en qué divisores elementales de la matriz f(4) se trans-
forma cada uno de los divisores elementales (A —p;)™ de |a matriz A. Es obvio
3ue este problema se reduce al si?uiente: determinar [os divisores elementales
e la matriz (6) en la condicién (14). Para k= n; la matriz (6) resulta diago-
nal y sus divisores elementales serin A—f(p), .... A—f(p;). El caso k=1
ha sido examinado anteriormente: en este caso la matriz (12) tiene un fGinico

divisor etemental (A—F(p))™. Por esto sblo nos interesardn los valores de &
comprendidos entre 1 y n;. . .
Consideremos un ‘espacio lineal auxiliar € de dimensién n; y de base ay,

@y, ..., a,. Pongamos para abreviar %!(I?{p;)=u,+, y Ai=n e indiquemos
por % la aplicacidn lineal del espacio [ que tiene la matriz

C=f(By—Fpn £y
Tenemos, por consigujente,

O =GpeiGprrtUppatpra o aya,,
a@ = Gps1Fhera o T Lpmaps
* + s " W = 8 ® 8 & e * ¥ » 8 8 " B & & & @ E‘ls]
TG = Ep+19 50
4yE =0 (f > n—k),

Puesto gue nos interesan los divisores elemantales de la aplicacién €, tomare-
mos en E otra base en la que la matriz de la aplicacién € tenga una forma
mias sencilla. Sea

ei=Pua; 4B i10ra o Binan (i=1, .., a);
entonces

6B =Biictp+ 18t en+ Biictps o+ Bi, 14100 01) @j4pr 1+ o
Escojamos los nimeros By; de modo que se cumplan las relaciones
&6 =e€ran, ;€8 =0 (=1, ..., n—k | >n—4). {16)
Esto ofrece el signiente sistema de ecuaciones respecto de B,y

OB =Bier, irm OpeBr, rarFGhaaBrr=PBrun rrpars on

Teniendo en cuenta la condicién @pyy 3% 0, de aqui se pueden determinar suce.
sivamente los valores fi;;, i i+n .-, expresandolos en términos de los valores
de fi con mayor primer indice. Para los valores Bis, donde iz==n=—£k, no se
obtiene ninguna ecuacidn, de modo que estos valores se pueden escoger arbi-
trariamente. En particular, tomando B,.p n-=...=B,,=1, obtendremos para
los demés coeficientes iniclales $41, ..., Bu—gw1, nep+) vaolores nulos. Las
ecuaciones (I15) pueden ser. resweltas entonces respecto de ay, G, ..., @, por
csto el sistema ey, €, ..., e, serd una base nueva de € que satisface las
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condiciones (16). Descompongamos los vectores ey, ..., €, en lus sistemas
Eie Qi Preeks =ov
€y Caupy Eagap onn

Chi Capy  Eapy e

y consideremos los subespacics @, ..., ¥4, tendidos sobre estos sistemas. Las
relaciones (16) muestran que ¢; es un subespacio invariante de base &;, e;4p.
Citakn +0o ¥ quUe ) 2 :

P=0+ %+ ...+ (t7)
En virtud de tos resultados det p. 12.3, de aqui se desprende que la matriz
de la aplicacién & se descompone en % células de Jordan de divisores ele-
mentales 1™, AT | A™k donde my, m,, ..., my son las dimensiones de
los subespacios £;, €y, ..., 4. La matriz de la aplicacidn inicial f(B;) est4
ligada a la malriz C mediante la fdrmula f(B)=f(py) £,4C y, por lo tanto,
los divisores elemeniales de la matriz f(B;) son (h—izp;)}’"’, vy (A—=F (P ™.
5i empleamos el simbolo ] para indicar el mayor nomero entere que no sobre-
pasa a «, obtendremos para my, ..., m, las expresiones siguientes:

n—1 n—2 n—=k n
m1=[T]+1. m:=[ A ]+l.—--. mg=[—r]+l=[}—}

Por consiguiente, si la matriz A tiene un divisor elemental (A—p)™ y si
fripy=...=f%~D{p)=0 »y f®(p) £ 0, entonces ul pasar de A a f(A) este
divisor elemental se descompone en los divisores elementa’es (h—] (p))™,
oo (b= f (p))™*, donde

""“"[ELE‘“!‘]JF’- m»=[m—:—2]+l- Conr mp= [’%—k]w.

Consideremos un ejemplo. Supongamos que A tiene los divisores elementales
(A 139 y (A -+2)% es preciso determinar los divisores elementales de ia matriz
AP —3A484-34*—E. En estas condiciones tenemos f(L)=3A%—338 L3021 =
=RA—=DRA+1)2 P (=2 £0, [ (1)=/"(1)=0 y f (1) # 0. Al pasar a f(4)
el divisor elemental (h4-2)* se convierfe en (h—f(—2))2=(A—27)*, mientras
que el divisor elemental (A—1)8 se descompone en A%, 'A? y A% Por consigui-
ente, los divisores elementales de la matriz f(A) serén A%, 48, AT y (h—27)2,

16.5. Series de potencias. Una sucesién de matrices cuadradas

A B ot Al v (18)

de un mismo orden se llama convergente hacia la matriz A, sl los elementos
de las malrices (18) que aparecen en la interseccion de una columna y de una
iila dadas convergen hacia el elemento correspondiente de la matriz A. De esta
definicidn se desprende direclamente que si las malrices A, y B, convergen
con el crecimiento de m hacia A y B, respectivamente, las matrices A,-- 8,
y A,Bp, convergen hacia A48y AB. En particuler, si T es una matriz
consiante y la matriz A, converge hacia A, resulta que T~1A4,T tendrd como
limite a la matriz T~'AT. Ademas, si

Ap=AR"+ AR ...+ AR (m=1,2, ...

donde los ordenes de las células no dependen de m, la matriz A, converge con
el crecimiento de m hacia un limite determinado si, y sélo s, cada una de
las células A,';:’ converge hacia un limite.
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La Gltima observacién permite resolver fdcilmente el problema de conver-
gencia de las asi llamadas series de potencias de matrices. Sea

L - 2 T B R - T L T S (19)
una serie formal respecto de la variable A. La expresién
Gof oy dd-a At .. Ha A4, (20)

se llama serie de pofencias correspondiente de la malriz A y el polinomio
FnlA)=ctoE +ayAt.. . +ayA

se {lama n-ésima suma inicipl de esta serie. Se dice que la serie (20) converge,

si la sucesion de las sumas iniciales f;(A4), ..., fm (A), ... tiene limite; en

el caso de su existencia este limite se denomina suma de la serie (20).
Reduzeamos la matriz 4 a la forma normal

T=AT = Be=8,48,+ ... 4 By,

donde By, ..., By son células de Jordan. Hemos visto mds arriba que la con-
ver%encia de la sucesion f,(A) equivale a la convergencia de la sucesidn
T=1a (AT (m=1, 2, ...). Pero

T3 (A) T = (T2 AT)=[ s (BY=[ s B+ ... (B}

es decir, el problema acerca de la convergencia de la serie (20} eguivale al
siguiente: ¢bajo qué condiciones converge esta serie para las células de Jordan
B, ..., By? Consideremos una de estas células, por ejemplo, la célula B;.
Sea (A—py™ el divisor elemental que le corresponde. Segin la férmula (3)
1enemos

I 00 T @D <+ Gy T (o0
e : -2y
Fr (By) Fm (P8 .. F=a ==, |

L fm (P2

por consigulente, f‘m (B con\rer(ge hacia un limite con el crecimiento de m si,
y solo si, fm (P2 Frn (Pi -~ 00 ,,;"_” (p;} convergen hacia unos limites, es
decir, si en el punto p; convergen tanto la serie (19) como las series que se
obtienen de ella derivéndola término por términe n;—1 veces sucesivas. De
la teoria de las funciones analiticas se sabe gque todas estas series convergen
indudablemenie, si p; pertenece al interior del circulo de convergencia de la
serie (19) o si p; pertenece a la circunferencia del circulo de convergencia y
la {n;—1)-ésima derivada de la serie (19) converge cn el punto p;. Es decir,
hemos demostrado el teorema siguiente:

TEOREMA 3. Puara gue una seric de polencias de una mairiz A converfa es
necesario y suficlenfe que todo wvalor propio py de la mairiz A se halle en el
inferior del circulo de convergencla de lo correspondiente serie de polencias [ (L)
o que se halle sobre la circunferencia del circulo de convergencia, pero con la
particularidad de que la serie, f"s se obfiene derivando n;— |1 veces la serie de
f (L), converfa en el punfo p;, donde ny es el grado del mayor divisor elemental
correspondiente a py. .

16.6. Matrices conmutables con una matriz dada. Dos matrices
A y B se llaman conmulables, si AB=BA. Toda malriz es con-
mutable con si misma y con la matriz unidad. Ademds, si A es

13— 1843
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conmutable con las matrices B y C, las igualdades
A-BC==BAC=BC.A,
A(aB+BC)=aAB--BAC =aBA-+BCA=(aB +pC) A

muestran que A es conmutable con el producto y las combinacio-
nes lineales de las mismas. Luego, si B es conmutable con 4,
resulta que B es conmutable con cualquier polinomio en A. En
particular, A es conmutable con los polinomios en 4 y cualesquiera
dos polinomios en A son conmutables.

Segtin el p. 16.3, los valores de las funciones escalares de una
matriz A pueden ser representados mediante polinomios en A.
Los polinomios en A son conmutables con toda matriz B que sea
conmutable con A, Por consiguiente, ef valor de toda funcion esca-
lar de una malriz A es conmutable con todas las matrices que son
conmutables con A.

La relacién «E-P=P.aE muestra que las malrices oF son con-
mutables con todas las matrices del mismo orden. La reciproca tam-
bién es vélida:

Si una matriz cuadrada A de orden n es conmutable con fodas
las matrices de orden n, la matriz A es de la formia aF.

Indiquemos por «,; los elementos de la matriz A. Sea P la
matriz que contiene la unidad en la p-ésima fila v en la g¢-ésima
columna, mientras que todas sus demas posiciones estan ocupadas
por ceros. Realizando la multiplicacién directa obtenemos

f_o.ualp.no 0 0+v... O
AP— 0 ... &y ... 0 Y PA=|o, 0p .. Oyl
LO...or.,,p...O Lo 0 ... 0

donde aparecen escritas la ¢-ésima columna de la primera matriz
y la p-ésima fila de la segunda. Como, por hipétesis, AP=PA,
resulte que @,,=a,, Yy que @,=0, si ps*=gq. Puesto que p y ¢
son arbitrarios, esto significa que A es diagonal y que todos sus
elementos diagonales son iguales.

Consideremos ahora un problema mas complejo: hallar tedas
las matrices conmutables con una matriz dada A.

Para resolverlo, reduciremos A a la forma normal de Jordan

T-'*AT=B=B,{B,+... 48, 21}

donde B,, ..., B; son células de Jordan. Si la matriz X es con-
mutable con B, es obvio que ¥Y=TX7T-? es conmutable con A y,
reciprocamente, si ¥ conmuta con A, también T-'YT = X conmufa
con B. Por lo tanto, todo el problema se reduce a determinar las
matrices X que conmutan con la matriz B que tiene la forma
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normal (21). De acuerdo con (21) descompongamos en células tam-
bién la matriz X:

N Koy aae Kyy
S le XS! ., XSS "

) Xa X ooo X
La condicion BX =XB lleva a las igualdades
B Xpy=XpB, (p, g1, ..., 9. (22)

Vemos que para cada una de las células X,, se obtiene una sola
igualdad (22) de la cual debemos determinar’los elementos de X,
Supongamos que los drdenes de las matrices 8, y B, son &k y m,
respectivamente, y que sus valores propios son py . En este caso
X, serd una matriz rectangular de % filas y de m columnas. Indi-
quemos por &, (=1, ..., & j=1, ..., m) los elementos de la
matriz X, y representemos la relacion (22) en forma detallada

080 oo 07 (BB - Bm] [hubim---ba] [010...0
[ pl...0 |:§'ugn-“Em}_[‘énau'--gm] [ 01---0]_
“p) Lbnbn Gl LBube-. b e

Realizando aqui la multiplicacién y comparando el elemento que
se obtiene en la f-ésima f{ila y j-ésima columna del primer miembro
con el elemento correspondiente del segundo miembro, llegamos a
las ecuaciones

PE;‘;+E;+:.}=EF. j—1+0§,‘; (is=k, I=1), (23)

PEay=Ep, jmit+ 0By, (i=k, j551), (24)

P& = 08s (i=k i=1) (25)

Si pz=o, de (25) se deduce que E,, =0; entonces de (24) obtenemos

sucesivamente &g = ... =8,=0 y de (23) concluimos que todos

los demas E; son también iguales a cero. Por consiguiente, para
p==0 tenemos X,, =0.

Consideremos of caso p=0. Las ecuaciones (23), (24) y (25) se
convierten entonces en

Bivr, y=8ijm1 (=1, ..o, k—1; j=2, ..., m),  (26)

B, j-1=0 (i=2 ..., m). (27

Sea k>=m; poniendo &, =&, §,=%, ..., §n=En reduciremos
las ecuaciones (26) y (27) a las ecuaciones
§£;=Ej—r‘+| (i<
E,=0 {E> i)
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de donde resulta que la matriz X g tiene la forma friangular lineal

EE R
K] lies ey (28)
g g
para k=m vy, respectivamente, la forma

(61 6 & --- Ba ]

1 g m=1

B dw et

= oo g 0

para k> m. Siendo & < m y tomando £, mesry

=& & n
_— §,,,=§,, reduciremos las ecuaciones (23}, (24} y (25) a ]as
ecuaciones

Siy=8i-tcatars (I—izzm—k),

§y=0 (i—i<m—£),

que significan que la matriz X, €s de la forma
. 0 gl g: LI §§

xye[8 0 E L)
0...000 ... &

Reciprocamente, si las células de la matriz X tienen la forma se-
fialada, las ecuaciones {23) (24) y (25) se satisfacen y, por consi-
guiente, X conmuta con B.

Por ejemplo, si

pl oy, 1. ¢ 10
B=[ pl]+[" ]+[ o 1| (p=t0), (29)
p P o

las matrices que conmutan con B son de la forma

Oy Oy tx, Yo T1

°d
donde e, B, v; ¥ 8, son numeros arbitrarios.

Este resultado se hace sumamente sencillo para matrices de tipo
"0,E B, ... 4 p,Es donde E, ..., E, son matrices unidades
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y lodos los ntmeros p,, ..., p, son diferentes. En este caso las
célutas X, son nulas para pstg y X adquiere la forma celular
diagonal.

n particular, si B es diagonal y sus elementos diagonales son
distintos, las matrices conmutables con B son también diagonales.

16.7. Matrices que conmutan con matrices conmutables. Los po-
linomios en una matriz A poseen la propiedad especifica de que,
ademas de conmutar con la propia matriz 4, conmutan con cual-
quier matriz X que es conmutable con A. Resulta que esta propiedad
es caracteristica para los polinomios en A.

TEOREMA 4. Si la matriz C conmuta con todas las matrices que
conmutan con B, C es un polinomio en B.

Es obvio que basta realizar la demostracién para el caso en
que B tiene la forma normal de Jordan; sea, pues,

B=B,+B,+... 4B,
donde B,, ..., B, son células de Jordan. Las matrices auxiliares
X=0,E + oL+ ... +ak,

donde a,, ..., o, son numeros arbitrarios y E,, ..., E, son ma-
trices unidades, conmutan indudablemente con B y, por ello, las
matrices X conmutan también con C. De aqui se deduce, de acuerdo
con lo expuesto anieriormente, que C se descomipone en células:

C=Gh Gk i AT (30)

ademds de la condicion CB = BC resulta que estas células tienen la
forma lineal triangular (28). Sea ahora X una matriz arbitraria que
conmuta con B. La forma general de la matriz X ha sido determinada
en el punto anterior. Segin las condiciones del teorema que estamos
demostrando, la matriz ¢ debe conmutar con X. Representando X
en la forma celular veremos que la igualdad CX =XC equivale
a las relaciones

CoXpg=XpCo pg=1,....9. (31)
Si las células correspondientes B, y B, tienen diferentes valores
propios, nada resulta de (31) ya que en este caso X,,=0. Por esto

aceptaremos que los valores propios de las células gp y B, coinci-
den. Sea

Oy Oy oo Oy ﬂ] ﬂl v ﬁrx

Cp= Gy vve Chpuy y Cq= 1o Pana

Supongamos, para concretar, que % < m. Entonces la relacion (31)
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se convierte en

0...000 ...§

donde §,, &,, ..., §, son nimeros arbitrarios. Muitiplicando en el
primer y en el segundo miembros la primera fila por la dltima co-
lumna e igualando los resultados, obtenemos

al§k+asgk-1+ e +'7-k§1 =ﬁl§k+ﬁ1§k—1+ e “l‘ﬁ,&%h

de donde, debido a la arbitrariedad de los nameros §,, ..., E; re-
sulta que

sy W DE e
0...0%5& ... & Bi B, -..Bn
={o...00 g,...zk_.]{ ﬁl---ﬁm_.],

oy =Py, =P, ..., ap=F (32}

Es facil comprobar que semejantes igualdades se obtienen también
en el caso en que k2=m. Las igualdades (30), (31) y (32) consti-
tuyen un sistema completo de condiciones a las que debe someterse
la matriz incégnita C. Para hacer estas condiciones mas claras, procede-
remos del modo siguiente. Coloquemos las células de Jordan de la
matriz B de manera que las células con los valores propios iguales
estén al lado una de otra. Sea, por ejemplo,

B=(Byt...4Bu)+Bmsst ... +Bn)f ...
oo+ (Bawr + .. B,

donde en cada uno de los paréntesis [iguran células con valores pro-
pios iguales. Indicando las sumas de estos paréniesis por B!, ... B!+1,
la matriz B quedard dividida en células mayores que denominare-
mos bloques. De acuerdo con esto también las matrices X y C que-
daran divididas en bloques respectivos. Los resuliados del punto
anterior muestran que todos los bloques no diagonales de la ma-
triz X son iguales a cero; en cuanto a los bloques diagonales de X,
éstos tienen la estructura descrita en aquel punto. Las condiciones
obtenidas en el punto presente para la matriz C muestran que sus
bloques diagonales también se descomponen, igual que en el caso
de B, en células, con la particularidad de que las células de la
matriz C tienen una forma triangular especial. Las iguatdades (32)
significan que en las células de la matriz C, pertenecientes a un
mismo bloque, los elementos que figuran en una misma linea para-
lela 2 Ja diagonal principal son iguales.



Ejemplos y problenas 199

Sea, por ejemplo, B la matriz (29) considerada a titulo de
ejemplo al final del punto anterior. Nuestros resultados muestran

que la matriz € que conmuta con toda matriz conmuiable con B
serd de la forma

Moty o €4
%y &,
Sy
o, o,
B a ' (33)
i
{55 a’ll.__

Resla probar que C se puede representar en forma de un poli-
nomio en B. Haremos esto para el caso particular en que B es de
la forma (29) y, por comsiguiente, C tiene la forma (33); en el caso
general los razonamientes son los mismos. Es decir, debemos probar
que la matriz (33) es un polinomio en la matriz (29). Busquemos
un polinomio f(i)} que satisfaga las condiciones

fo)=ay ['(y=ca, [ (p)=oy,
flo)=2, [ (0)=Mh, ['(0)=A,.

Segin el p. 16.3 existe un polinomio de esta indole. Aplicando la
regla (3) del p. 16.1 veremos que [ (B)=C.

Ejemplos y problemas
1. Hallese An, si

1 4 2
A= |0 —3 =2].
0 4 3

2. Héllense todas las soluciones de la ecuacidn X2= 4, donde 4 tlene el
mismo valor que en el problema anterior. ¢Cudles de estas soluciones serdn poli-
nomios en AP Calcitlense sen nid, ed y cosn A.

3. Los divisores elementales de una aplicacién 4 son iguales a A5, (A—m)? y

A +-g-. Caictlense los divisores elementales de las aplicaciones cos 4 ¥ sen ..

4. S1 A y B son matrices que conmulan, se tiene edeB=pA+8,

5. ¢Para qué matrices A tiene solucién la ecuacién A=eX?

6. Si f(A) indica la suma de la serie de potencias (19), la suma de la serie
de potencias (20), si es que esta serie converge, serd igual a f(4).

7. Hallese la forma general de la matriz que conmuta con una malriz nor-
mal de Jordan A, si los divisores elementales A son (A—1)%, (A—=1)%, A—1,
(A+2) vy A2

8. Supongamos que todos los factores invariantes de la matriz AE— A,

salvo el dltimo, son iguaies a 1. Entonces loda matriz conmulable con A es un
pelinomio en A



Capitulo V Espacios unitarios
y euclideos

Los espacios lineales que hemos estudiado en los capitulos
anteriores han resultado ser, en determinado sentido, méas pobres
en conceptos y propiedades que nuesiro espacio corriente. En la
teoria general de los espacios lineales no han quedado reflejados
conceptos como la longitud de un segmento, la magnitud del 4dngulo
y el producto escalar que desempefian un papel primordial en la
ggomelria. Por esto, si queremos que la teoria general abarque

das las propiedades més esenciales del espacio corriente, debemos
introducir, ademas de las operaciones de adicién de vectores y de
multiplicacién de los mismos por nfimeros, la operacion de multi-
plicacién escalar. En este capitulo se estudian precisamenie las
propiedades de los vectores pertenecientes a espacios provistos del
producto escalar.

En este capifulo el cuerpo principal es de cardcter muy espe-
cial: es el cuerpo de los nimeros reales en el caso de espacios
euclideos y es el cuerpo de los niimeros complejos en ei cazo de
espacios unitarios.

§ 17. Espacios unitarios

17.1. Axiomética y ejemplos. Sea M nuestro espacio corriente
cuyos vectores son los segmentos orientados que parten de un punto
inicial 0. Se llama producto escalar {a, b} de los vectores a y b el
producto de las longitudes de a y de b por el coseno del angulo
que forman estos vectores. De aqui se desprenden directamente las
conocidas propiedades del producto escalar:

(a) (a, b)=(b, a)

(b) (aa, b)=o(a, b);

(€) (a+b, ¢)=(a, &)+(b, c);

(d) si as=0, se tiene (a, a) > 0.
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Tomemos en el espacio M un sistema de coordenadas formado
por tres cualesquiera vectores e,, e, y e,, perpendiculares dos a dos,
de longitud 1. Entonces todo vector a admite una representacién
unica de la forma

a=qe, -+ a,e, - a8,

donde @,, @, y «, son las longitudes de las proyecciones del vec-
tor a sobre los ejes coordenados, tomadas con signo adecuado. Si

b= ﬁl.el +P.e, + ﬁnes

es ofro vector cualquiera, resulta de la definici6n del producto
escalar y de las propiedades (b) y (c) que

(a, b)=a,B, -+ B, + a,B,. (1)
El espacio N es real. Esto se expresa en que las proyecciones,

las longitudes y los productos escalares. de los vectores son ndmeros
reales. %in embargo, en algunos casos surge la necesidad de consi-
derar vectores de proyecciones complejas. A primera vista parece
natural tomar de nuevo la expresion (1) para el producto escalar
de vectores con coordenadas complejas w,, o, @, v B,, B, Ps. En
algunos casos se procede precisamente de este modo. El espacio
que asi resulta se denomina espacio euclideo complejo. Por desgracia,
el producto escalar pierde entonces muchas propiedades importantes
y entre ellas la propiedad (d) de importancia primordial. En efecto,
para el vector

a=3¢,+4e,+bieg i =) —1)

de la férmula (1) resulta

(a, @) =94164-25{*=0
contrariamente a la propiedad (d). Para evitar este inconveniente,
en lugar de la expresion (1} se torna como definicién del producto
escalar de vectores complejos la expresién

(a, b)= Q’qﬁl +an§n ‘)I'aaﬁa: (2)
donde la raya superior significa que ha de pasarse a los niimeros

complejos conjugados. En el caso en que los vectores @ y & son
reales, fenemos f,==f;, y la expresion (2) coincide con (1). Por
consiguiente, la nueva definicién (2) es una generalizacién de la
anterior. Por otra parte, con la nueva definicion la propiedad (d)
se cumple sin duda alguna, ya que de (2) resulta:

(a, '3)=Q1E1+“nan+as&a="|“1|’+|“s|=+{“af'r

donde I%L es el médulo del nimero @, Es ficil ver que las pro-
piedades (b) y (c) también se verifican. En cuanto a la propledad
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(a), toma una forma distinta en el caso de vectores complejos.
Efectivamente, de (2) se tiene

(b, a)= ﬁlal + ﬂu&a -+ ﬁa{;x = E:al + ﬁs% + ﬁ_aas,
es decir,
(a®) (b, a)=(a, b).

El espacio de vectores complejos en el que el producto escalar
se calcula mediante la férmula (2) se denomina unitario. La {6r-
mula (a*) muestra que las propiedades del espacio unitario difieran,
en general, de las propiedades del espacio corriente. No obstante,
estas diferencias son de poca importancia. En todo caso, el espacio
unitario se aproxima mas por sus propiedades al espacio corriente
que el espacio euclideo complejo mencionado anteriormente.

Los razonamientos que hemos expuesto no pueden calificarse de
totalmente precisos. Ademds, hemos considerado el caso de un
espacio de tres dimensiones. Por esto debemos dar ahora una defi-
nicién totalmente rigurosa de los espacios unitarios que sea valida
también para espacios de cualquier dimension.

En la teoria general de espacios lineales hemos realizado casi
toda la exposicion aceptando que el cuerpo principal K es total.
mente arbitrario. En el capitulo presente K serd o bien el cuerpo
de todos los niimeros complejos o bien el cuerpo de todos los ni-
meros reales.

Un espacio lineal £ sobre un campo K se llama wunitario, si
a todo par de vectores g y & de @ tomados en un orden determi-
nado corresponde un ndmero de X llamado producio escalar (a, b)
del vector a por el vector b que posee las propiedades siguientes:

1° {a, b) = (b, a);

2° (aa, b)=a(a, b);

¥ (a+b,c)=(a, o)+, ¢);

4° si az=o0, se tiene (a,a)> 0.

En el caso en que el campo principal K es el cuerpo de los
nimeros reales, el espacio unitario € se denomina espacio unitario
real o simplemente espacio euclideo real. En este caso la expresion
(a, b} coincide, obviamente, con la expresién (a, b) y el axioma 1°
adquiere una forma mds sencilla: (a, b) = (b, a).

Si el campo K es el cuerpo de los aiimeros complejos, el espa-
cio & se Ilama espacio complejo unitario. En lo sucesivo las propie-
dades de los espacios euclideos reales y las propiedades de los
espacios complejos unitarios serdn examinadas, en la mayoria de
los casos, conjuntamente y por espacio unitario se comprendera, de
acuerdo con la definicién, o bien el espacio unitario real o bien
¢l espacio unitario complejo.
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Notemos también que en la definicion de los espacios unitarios
no se exige que el espacio sea de dimension finita. Por esto cabe
hablar también de espacios unifarios de dimensién infinita. Aun
cuando algunas propiedades de los espacios unitarios no dependen
de la dimensién de los mismos, nos limitaremos a considerar,
mientras que no se diga lo contrario, solamente espacios de dimen-
sion finita, La teoria de espacios de dimensién infinita entra de
lieno ien una disciplina matematica especial que es el Andlisis fun-
cional.

De las propiedades 1° y 2° resulta

(o, Pb)=c (@, Bb) = (BB, a) = aB (B, @) = af (a, b),
es decir

(cat, Bb) = (a, b). (3)
Analogamente de 1°, 2° y 3° se desprende que
(@, b4-c) =(b+rc,a)= (D, a}+(c, a) =(a, &)+ (a, c).

De aqui obtenemos, mediante el procedimiento corriente, la for-
mula general

(T Ty =2 afula, by (4)
Para a =1 y f=0 de la relacién (3) resulta
(a, 0)= (o, @) =0.
Seialemos dos ejemplos. Consideremos el espacio lineal de filas
de longitud n con elementos del campo K. Convengamos en llamar

producto escalar de la fila a=[a,, ..., &) por lafila b=[B,, ..., B,]
la expresion

(a, ) =a,B, + by + - . . + ., (5)
De esta expresién se ve que
(@ a=aa+... +aa,=lo 4 ... +|a,f (6)

Puesto oue los médulos |a,;| son nimeros reales no negativos, la
suma de sus cuadrados serd "un namero real no negativo que sera
igual a cero sélo en el caso en que sean iguales a cero todos sus
sumandos, Por consiguiente, la propiedad 4° aqui se cumple. Es
obvio que las propiedades 1°, 2° y 3° también se cumplen, de modo
que el espacio de filas con el producto escalar (5) es un espacio
unitario de dimensién n sobre el campo K. Este ejemplo es de una
importancia primordial ya que mas adelante quedara demostrado
que todos los espacios unifarios de dimension n sobre el campo K
son_isomorfos,

Como ejemplo de espacio unifario de dimensién infinita puede
servir el espacio & de todas las funciones continuas f(f) de valores
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complejos definidas sobre el segmento [0, 1]. La adicién y la mul-
tiplicacién por niimero de estas funciones se definen de modo cor-
riente y el productio escalar de una funcién f(#) por otra funcién
g(t) se define mediante la formuta

(f.e=SFegma. (7)
V]

Las propiedades de 1° a 4° se demuestran [4cilmente y, por consi-
guiente, el espacio £ es unitario. En este ejemplo el campo prin-
cipal es el cuerpo de todos los nimeros complejos. Si nos limita
mos a considerar solamente las funcicnes continuas de valores
reales, se puede tomar como campo principal el cuerpo de los nii-
meros reales. La férmula (7) quedard sustituida entonces por la
formula

1
F, &= fwewat.
] %

17.2. Longitud de un vector. El cuadrado escalar (a, a) de
cualquier vector es, seglin e] axioma 4°, un ndmero real no nega-
tivo. El valor no negativo de la raiz cuadrada de este numero se
denomina fongitud o norma del vector a y se designa por llafl. Es
decir, por definicion

llall=Va, a).

De esta definicion se ve direclamente que ef vector nulo es el tnico

vector cuya longitud es igual a cero. Ademis, si & es un niimero,
se tiene

laa || =V {aa, ca) =V ax(a, @) =| | Va, a), (8)

es decir, al multiplicar un vector por un nimero su longitud se
mulliplica por el modulo de este ndmero. Un vector cuya longitud
es igual a la unidad se llama wvecfor unidad o vector normalizado.
La igualdad (8) muestra que al mulitiplicar un vector no nulo por
el nimero inverso de su longitud se obtiene un vector unidad.
Esta operacion se llama a veces normalizacion de un vector.

Pasamos a la demostracion de una desigualdad importante que
relaciona las longitudes de dos vectores con el valor del producto
escalar de los mismos.

DESIGUALDAD DE CAUCHY-BUNIAKOVSKL. Para cualesquiera dos
vectores a y b de un espacio unitario es vilida la desigualdad

{a, oy <lall-No]),

teniendo lugar la igualdad cuando, y sélo cuando, los veclores a y
b son linealmente dependientes.
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Para cualquier niimero A se tiene en virtud del axioma 4°

(a—Ab, a—Ab)= 0, (9}
de donde realizando la muitiplicacién obtenemos
(@, a)—%(a, b)—A(@, b)+rh(b, b)>0. i)

Si b=0, la desigualdad requerida se cumple de un modo trivial ya
que ambos miembros suyos resultan ser iguales a cero. Supongamos,
por elio, que b=~ o. Tomando en la desigualdad (10) en lugar de A
el nhimero :: :}} y multiplicando todos los miembros de la desigual-
dad por el nimero positivo (b, b), obtenemos

(a, a}(b, b)—(a, b) (a, b)==(a, b) (a, b)+(0. b) (a, ) =0,
es decir,

(@ b){@ B < (a, a)(b, b)

l@ B<Taf |I5]. (1
Luego, hemos demostrado la desigualdad de Cauchy— Buniakovski.

Si ay b son linealmente independientes, se tiene a—Abszo0
y en lugar de (9) podemos tomar la desigualdad estricta

(a—Ab, a—2b) > 0.

Pero entonces, podemos omitir en todas las desigualdades sucesivas el
signo de igualdad y en lugar de (11) obiendremos la desigualdad
l@ &) <flall-|\ (12)
En cambio, si a y b son linealmente dependientes, por ejemplo,
a=ab, tenemos
I(a. b)i=|(ab, B)|==|a|(b, b)={la|-[&]|.
Luego, hemos demostrado también la observacién complementaria
a la designaldad de Bunijakovski.
Veamos qué es Jo que significa la desigualdad de Buniakovski
e aquellos espacios concretos que hemos considerado anteriormente.
Sea ¥ el espacio unitario de filas. Tomemos en el mismo unos vec-

tores a=[a,, ..., @,) ¥ b=[B,, ..., B,]. Tenemos segin la for-
mula (6)

o

l@, &) =loBy+ B, + ... +abal,

lall=VleP+... +]anP y N0d=VIBF+ ... +IB, I

La desigualdad de Cauchy — Buniakovski significa, por consiguiente,
que

afit et <V P+ 1P VIR F+... +1B. T,

donde w, y B, son nimeros complejos cualesquiera,
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Anélogamente, si € es el espacio de funciones mencionado ante-
riormente, la desigualdad de Buniakovski se convierte en la desi-
gualdad

1 1 1
\Sftrbgmdr g§|f(:>|=dt§|gmrd:-

9

Volvamos a los espacios unitarios arbitrarios. La desigualdad

de Cauchy—Buniakovski permite ahora demostrar facilmente la
siguiente proposicién: la longifud de una suma de vectores no sobrepasa
la suma de las longitudes de los sumandos. Es obvia que basta con-
siderar el caso de dos sumandos solamente, ya que el caso general
se deduce de éste por induccién. Tenemos

la+b|F=(ab, a+tb)=(a, a)+(a, by -+

+(@, B)+(b, b)={(a, a)+2Re (a, b)+ (b, b),
donde Re(a, &) es la parte real de (a, ). Puesto que

Re(a, ) <|(a, )<< fla]-]lo]),
se tiene
fe--bIF < lal*+2ljall-[lol+olE=(lall+|&]),
de donde resulta .
fa-+&ll << |all+ o]

que es lo que se queria demostrar.
La expresién [la—b|| suele llamarse a veces disfancia entre los

vecfores a y b. Indicdndola por p{a, b) obtenemos las relaciones
siguientes

1) pla, a)=0; p(a, b)) >0, si as=b:

2) pla, b)=p (b, a);

3) o, b)-Fpb ) =pla, o). :
i La demnostracién de las mismas es evidente; por ejemplo, Ja
Giima resulta de

pla g =lla—c|=lla=b) b~ <
<slha—bli+llo—cll=p(a, b)+p b, o).

17.3. Sisteruas ortonormales. Unos vectores a y & de un espacio
unitario ¥ se llaman orfogonales si el producto escalar de a por b
es igual a cero. Si £ es el espacio corriente, el concepto de ortogo-
nalidad coincide con el concepto de perpendicularidad. Por esto ia
ortogonalidad puede ser considerada como una generalizacion del
concepto de perpendicularidad.

Del axioma 1° se deduce que la relacién de crtogonalidad es
simétrica: si el vector a es ortogonal a b, el vectc- b es orfogonal
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a a. Es obvio que el vecior nulo es ortogonal a cualquier vector del
espacio y es el dnico vector que posee esta propiedad.

Un sistema a,, a,, ..., a, de vectores de un espacio unitario
se llama ortogonal si cualesquiera dos vectores @, y a; (js=4) del
mismo son ortogonales. Si el sistema contiene solamente un vector,
también lo 1lamaremos ortogonal.

TEOREMA t. Todo sistema ortogonal de vectores no nulos de un
espacio unitario L es linealmente independiente.

En efecto, sea a,, a,, ..., a, un sistema ortogonal de vectores
no nilos y sea

e, gy = . - - O, = 0.
Multiplicando esta igualdad escalarmente por a;, obtenemos

e, a)ta. (@ a)+ ... +a,(a, a)=0
0

a;la; aj) =0, (13)

ya que debido a la ortogonaiidad del sistema todos los demds tér-
minos se anulan. Pero a;==0; por consiguiente, (a;, a)540 y de (13)
resulta a;=0 que es lo"que se queria demostrar.

Sea n la dimensién del espacio £. El teorema | muestra que
todo sistema ortogonal de vectores no nulos de € no puede contener
mas de n vectores, Si en £ existen n vectores no nulos ortogonales,
ellos constituyen una base orfogonal del espacio £. Probemos que
en ¢ siempre existe una base de esta indole. Es més, probemos
que en fodo espacio unitario £ cualquier sistema orfogonal de vecto-
res no nulos puede ser complementado hasta obtener una base ortogonal

" del espacio £. Sea dado en £un sistema ortogonal 4, . . ., a,,. Comple-
mentémoslo hasta oblener un sistema ortogonal maximal a,, ..., a,.
@pyyy -+ -y & de vectores no nulos. Tal completacién es posible,
ya que segin el teorema 1 ningan sistema ortogonal puede contener
mas de n vectores diferentes de cero. Probemos quea,, ..., a,, ...

.., a, es precisamente la base requerida del espacio £. Conside-
remos un vector x cualquiera de €. Pongamos

2-(":—'9.& p—

E,& (ak-ak) (k_ll2| "‘vs)i

y=§101+§‘33+ ' +E.\a.f-
Multiplicando escalarmente todos los términos de la dltima igualdad
por a,, obtenemos
(1, a)=(x, a),

de donde resulta

(x=y, ap)=(%, a)—(y, ax)=0.
Por consiguiente, el vector x—y es ortogonal a todos los vectores
a,, ..., a,. Ei sistema a, ..., @, es, por hipotesis, un sisterna



208 Cap. V. Espacios unitarios y euclideos

grtogonal maximal de vectores no nulos de &; luego, x—y==0, es
ecir,

x=%a,+8a 4. .. +Ea,

Por lo tanto, el sistema linealmente independiente a;, ..., a,
tal que cualquier vector x se expresa linealmente en términos del
mismo. Pero esto significa precisamente que a,, ..., @, es una base
del espacio 2.

Un sistema ortogonal formado por vectores de longitud igual a
la unidad se denomina orfonormal. Es obvio que normalizando vec-
tores ortogonales no nulos obtenemos de nuevo vectores ortogonales.
Por lo tanto, al normalizar los vectores de una base ortogonal del
espacio, obtendremos una base ortonormal de este espacio. Hemos
visto que todo sistema de vectores ortogonales no nulos puede ser
complementado hasta obfener una base ortogonal del espacio. Por
esto es valido el teorema siguiente.

TECREMA 2. Todo sistema orionormal de vectores de un espacio @
puede ser complementado hasta obfener una base orfonormal de esie
espacio.

Puesto que cua]quler sistema que contiene sélo un vector es
ortogonal, ge aqui se deduce, en particular, que en fodo espacio
unitario existe una base ortonormal.

Un sistema de vectores e,, ¢,, ..., e, considerados en un orden
determinado ha sido llamado ‘sistema de coordenadas de un espacio ¥,
si e, ..., e, forman una base del espacio £. Si ¢, ..., €, es una
base ortonormal, también el sistema de coordenadas s«e denomina
ortoriormal. La diferencia que existe entre un sistema de coordenadas
arbitrario y un sistema de coordenadas ortonormal es la misma que
existe enire un sistema de coordenadas cartesiano oblicuo y un
sistema ortogonal del espacio corrienfe. Efectivamente, sea W el
espacio corriente de vectores-segmentos prcmsto del producto escalar
habitual. Una base arbitraria del espacio M estd formada por tres
vectores cualesquiera a,, a, y a, que parten de un punto O y que
no pertenecen a un mismo plano (véase la fig. 1 de la pag. 79).

Tomemos un |junto A y expresemos el vector 0A en términos de
los vectores, coordenados a,, a, y a,. Sea

0A= 0, + oy, + oy,

Los nimeros @, @, ¥y «, son, segin la definicion, las coordenadas
—

del vector OA. Al mismo tiempo, se ve de la figura que estos ni-
meros son las coordenadas del punfo A calculadas en el sistema de
coordenadas cartesiano oblicuo con los ejes a,, a, ¥ a,, en el que
los vectores a,, @, y a, se han fomado como segmentos unidades
a lo largo de Tos ejes.
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Por consiguiente, un sistema arbitrario de coordenadas en Mt
es equivalente, desde el punto de vista de la Geometria analitica,
a un sistema de coordenadas cartesiano oblicuo con distintas uni-
dades a lo largo de los ejes coordenados. Por el contrario, un sistema
ortonormal de coordenadas e,, e, y e, serd
equivalente, en este sentido, al sistema de
coordenadas cartesiano ortogonal habitual
con unidades iguales sobre los ejes
(fig. 4).

Los sistemas ortonormales de coordena-
das de los espacios unitarios tienen varias
propiedades especificas. Algunas de éstas
seran consideradas ahora.

Sie, e, ..., € es un sistema ortonor- g,
mal de coordenadas de un espacio &, las
coordenadas de un vector cualquiera a son
iguales respectivamente a los productos escalares (a, e), (a, &),
W ¢ L

En efecto, sea

Fig. 4.

Q=c,e, + s+ ... 40,
Muiltiplicando esta igualdad escalarmente por ¢, y teniendo en cuenta
que (e;, ¢;)=0 para j=k, obtenemos
({I, ek)=ak(ek- ek}'zuk {k:: s 2’ ceay 1)
que es lo que queria demostrar.
Si en un sistema de coordenadas ortonormal los vectores a y b fienen

respectivamente las coordenadas o, @y ..o, %y ¥ By Bay -+ oy By s
tiene

(av b)=a;ﬁ_1+azﬁz+ CEUE] +anB-n' “4)

Efectivamente, sea ¢,, &, ... ; &, un sistema de coordenadas orto-
normal dado y sea

A= Cye) - 0y { . - - Oy,
b=Pe,+-Best ... +Butn
Entonces,
(a, y=(F oz, Eﬁrﬂk) ZEZ“;F& (epep)=Daf.
DESIGUALDAD DE BESSEL. Si e, e, ..., e, es un sistema ortonor-

mal cualquiera de vectores de un espacio unitario y a es un vector
arbitrario del mismo y si tomamos«

(a,ep)=a, (k=1,2,...,m),
tiene lugar la desigualdad
@ 8) |0+l +. .. +aal

14— 1843
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Daremos una demostracion independiente de esta igualdad, aun-
que la misma se puede deducir fiCilmente de las proposiciones an-
teriores. Consideremos un vector auxiliar

K==l e, + .. ey,

Tenemos
(a—x, a—x)=(a, a)—(a, x})—(x, a) + (x, ) =0, (15}
(x, )= ae, Za;e,-)iz%-&,, (16)
(@ x)=(a, Joye)=Nam, (17)
(x, a)={a, n=aa, (18)

Introduciendo (16), (17) y (18) en la desigualdad (15) obtenemos
@ a)— oo —Fag, +Faa>0,

(@ a) = Faaq,
que es lo que se queria demostrar.

Si e, €, ..., e una base ortonormal. en lugar de la desigual-
dad de Bessel tendremos, segin (14), la igualdad

(@, @) =0, + oyl + . . . L0,
que se llama igualdad de Parseval. La igualdad de Parseval, ade-
mas de ser una condicién necesaria, es también una condicién sufi-
cienfe para que un sistema ¢,, ¢, ..., ¢, ortonormal sea una base.
Si ey, €, ---, €, €5 un sistema ortonormal de vectores de un es-

es decir,

pacio € y si para todo vector a de € se tiene »
(a, ) =0, + ity + ... Fao,,
donde a;=(a,e), j=1,2, ..., n, enfonces el sistema e, e,, ..., e,

es una base del espacio £,
La demostracion se deduce facilmente de las proposiciones ante-
riores y queda a cargo del lector.®

Hemos demostrado la existencia de una base ortonormal en todo espacio
unitario mediante razonamientos indirectos. No obstante, existe un método
directo que permite obtener a partir de cualquier base de un espacio una base
ortonormal del mismo. Este método lleva el nombre de proceso de erfonormali-
zacidn de Gram—Schmidt y se emplea con frecuencia al considerar los espacios
de funciones, Su esencia consiste en Yo sigulente. Sea ay, ..., 4, un sistema
linealmente independiente de vectores de unespacio unitario €. Planteémonos la
tarea de construir un sistema ortonormal de vectores ey, e, ..., e, fal que todo
vector [-ésimo e; del mismo se exprese linealmente en términos de los j prime-
o5 vectores ay, ..., ay. Realizaremos [a construccién por induccién. El vector &
debe expresarse, segln lo convenido, en términos de a, y debe ser de longitud 1.
Un vector asi se obtiene normalizando a,:

O ==
Y Vena
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Supongamos ahora que ya han sido construidos los vectores €1, «.., & CON

fas propledades requeridas correspondientes a un valor de j- Busquemos ;..
Ante todo, escojamos unos nlmeros c,, ..., ay de modo que el vector auxiliar

e;.”,:a;.u-{-a;el +Fagey-t ... oy {19)

sea ortogonal a los vectores ey, €, ..., e, Multiplicando (19) escatarmente por [
tk=1,2, ..., /) veremos que para ello es necesario que

Gp=— {741, eg). 20
Reciprocamente, tomando para ay los valores de (20) e introduciéndolos en (19),
obienemos un vector €., ortogonal a ey, ey, ..., ¢. Puesto que a7y no puede

expresarse lineaimente en términos de ay, ..., 4; y, por consiguiente, no puede
ser combinacion lineal de los vectores ey, ..., €, resulta que e}“ es diferente

de cero y, por lo tanto, puede ser normalizado. Tomemos
i
& 1= €, ,- (21)
/¥ le.fﬂl f+1

Las relaciones (21) y (19) muestran que e;4, se expresa linealmente en términos
de ay, @y, ..., ay+). Ademds, ;4 estd normalizado y es ortogonal a todos los
vectores ey, ..., ¢;. Por consigdienie, se cumplen las’ suposiciones de induccion
y podemos considerar que la sucesién ey, e,, ..., €, ha sido construida. Si ia
sucesién inicial @y, ap, ..., @, era una base del espacio, es obvio que la suce-
sién e, €5, ..., & oﬁtenida mediante el proceso de ortonormalizacidn también
serd una base del espacio {t.

17.4. Isomorlismo. En el p. 4.3 hemos quedado en llamar iso-
morfos dos espacios lineales si entre los elementos de los mismos se
puede establecer una correspondencia biyectiva que conserva las
operaciones de adicion y de multiplicacién por nfimero. En los es-
pacios unitarios a estas operaciones se agrega ademas la de multi-
plicacion escalar, Por esto resulta naﬁ];ral liamar isomorfos los
espacios unitarios s6lo en el caso en el que ellos se comportan
idénticamente respecto a las tres operaciones mencionadas.

DEFINICION. Dos espacios unifarios & y £, sobre un mismo campo
de coeficientes se llaman isomorfos, si enire sus elementos se puede
establecer una correspondencia biyectiva en la que la suma de dos
veclores de £ se transforma en la suma de los vectores correspondien-
tes de R,, el producto de un nidmero por un veclor de @ se transforma
en el producto del mismo ndmero por el vector correspondiente de @
y los productos escalares de pares correspondientes de veclores de ﬁ
y de £, coinciden.

Tendran interés para nosotros sélo aqueilas propiedades de los
espacios unitarios que sean propiedades de ias tres operaciones prin-
cipales definidas en estos espacios y que no dependan de la natura-
leza de los elementos que constituyen los espacios. Desde este puiio
de vista los espacios unitarios isomorfos tendran”las mismas propie-
dades. De aqui se ve la importancia de saber clasificar, salvo un
isomorfismo, todos los espacios unitarios. Esta clasificacién no diliere

4%
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en nada de la clasificacién de los espacios lineales y queda determi-
nada por el teorema siguiente.

TEOREMA 3. Para que dos espacios unitarios sobre un mismo campo
de coeficientes sean isomorfos es necesario y suficiente que coincidan
las dimensiones de estos espacios.

En efecto, si dos espacios unitarios 2 y £, son isomorfos, tam-
bién serdn isomorfos como espacios lineales, es decir, respecto a_las
operaciones de adicién y de multiplicaciéon por nimero. Pero los
espacios lineales isomorfos son de la misma dimensién y, por con-
siguiente, las dimensiones de los espacios £ y £, coinciden. Hemos
demostrado la necesidad. Reciprocamente, supongamos que las dimen-
siones de los espacios € y £, coinciden. Tomemos en € y 2, unas
bases ortonormales e,, ...,e, y e}, ..., e.. Diremos que los vecto-
res x€L y x’ €%, son correspondientes si sus ccordenadas en Jas
bases escogidas coinciden. Esta correspondencia es biyectiva y con-
serva las operaciones de adicién y de multiplicacién por niimero
(p. 4.3). Por ello sélo debemos probar que los productos escalares
de los pares correspondientes de vectores son idénticos. Considere-
mos dos veclores cualesquiera

Q=8 + Ay -+ . . . d-Qye,,
b=pie;+Bser+ ... 4+Buts

del espacio £. Los vectores correspondientes de €, son
' =+ ol + . . . + e,
=B+t ... B

Puesto que las bases e,, ..., e, ¥ ¢f, ..., e, son ortonormales, tene-
mos en virtud de la formula (14)

@ b)=af,+aB,+ ... +ab,=(a,b)
que es lo que se queria demostrar.

17.5. Sumas ortogonales. Proyecciones. Dos conjuntos de vecto-
res M y N de un espacio unitario € se [laman ortogonales, si todo
vector del primer conjunto es ortogonal a todo vector del segundo.
En particular, se dice que el vector a es ortogonal al conjunto 9N,
si_a es ortogonal a todo vector de M. A veces, la ortogonalidad de
N y N se indica simbélicamente por M | 9.

Si dos conjuntos M y N son ortogonales, la interseccion de los mis-
mos o bien es vacla, o bien consta del vector nulo dnicamente.

En efecto, si el vector a estd contenido en Mt y en M, se tiene
{a, a)=0, de donde a=o.

Una suma A, + ... 4+ 2, de varios subespacios lineales se llama
ortogonal si cualesquiera dos subespacios 9, y ¥, (i s &) son orto-
gonales,
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Una suma ortogonal de subespacios es siempre una suma directa.
Efectivamente, si la suma es solo de dos sumandos, la intersec-
cion de los mismos, en virtud de la observacion anterior, consta
solamente del vector nulo y, por consiguiente, la suma es directa.
En el caso general, la demostracion se realiza por induccién.
Si la suma
A=A, U ..+,
es oriogonal y si
a=a,4+a,4 ... +a,,
b=b1-|-b,+ caa +b:'

donde ;€ ¥; y b€, j=1, ..., s, se tiene
(a, b)={a,, bl)"'{av bz)"" coe o ag b} {22)

En efecto, puesto que 2, | U, para j==#, resulta que (a;, b,)=0.
Por consiguiente,

(a. b)=(2a}., E%>=E§‘.‘(ﬂ;- bU=E(0)- b))
que es lo que se queria demostrar.

Consideremos ahora un conjunto no vacio cualquiera ™ de vec-
tores de. un espacio unitario 2. El conjunto de todos los vectores
del espacio £ ortogonales a Xt se llama complemento orfogonal
del conjunto M y se indica por ML,

El complemento ortogonal de un conjunto no vacio cualquiera M
es un subespacio lineal.

En efecto, si @ y & pertenecen al complemento ortogonal ML y
¢ es un vector cualquiera de A1, se tiene

(za+Pb, c)=a(a, c)+B (b c)=0.
Por consiguiente, cualesquiera que sean « y B el vector aa-pb
estd contenido en ML y ML es un subespacio lineal.

TEOREMA 4. Todo espacio unitario R es la suma directa de cual-
quier subespacio [ineal suyo N y de su complemento ortogonal AL,

Sea e, &, ..., €, una base ortonormal del subespacio U y sea
€n+1 ---. € una base ortonormal del subespacio AL, Para demos-
trar el teorema es suiiciente ver que e, ..., €,, ..., & €s una
base del espacio £. Supongamos, por el contrario, que el sistema
e, ..., & no es una base del espacio &. Entonces, de acuerdo con
el teorema 2, este sisterna puede ser complementado hasta obtener
una base ortonormal del espacio £. Sea e uno de los vectores
complementarios. Puesto que ¢ es ortogonal a todos los vectores
e, ---» €, el vector e estd contenido en L. Por consiguiente,
AL contiene un sistema ortonormal y, por ende, linealmente inde-
pendiente de vectores e, ,, ..., &, e. Pero esto contradice a nuestra

hipotesis de que €,,,, ..., €, es una base de ¥+. Hemos demos-
trado el teprema.
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Del teorema 4 se desprende, en particular, que
L. =9, {23}

Efectivamenie, 944 estid contenido indudablemente en 2. Por otra
parie, segiin el teorema 4, para cualquier x de ULl tenemos

x=a+b, a€ y beALl.

MuMiplicando escalarmente esta igualdad por &, obtenemos (b, b) =0,
es decir, b==0 y x=a. Luego, ALl=19,

s Definemos, para concluir, el concepto de proyeccidn ortogonal
de un vector sobre un subespacio lineal. Sea ¥ un subespacio
tineal de un espacio unitaric €. En virtud del teorema 4, £ es la
suma directa del subespacio 2 v de su complemento ortogonal 2L,
Por consiguiente, todo vector x de £ puede ser representado
univocamente en forma de una suma

x=a+b (@€ y beWAL), (24)

El sumando a se llama progyeccicn del vector x sobre el subespacio 21.
Puesto que de acuerdo con la [érmula (23) U es el complemento
ortogonal de 2L, el sumando & de la igualdad (24) representa la
proyeccion del vector x sobre el subespacio L,

Multiplicando (24) por un namero «, obtenemos

oax =aa -+ ob {o:ae?l‘y ab € L),

es decir, la proyeccidn del producto de un nidmero por un uvector gs
igual al producto de este nimero por la proyeccion del veclor.
Analogamente se demuestra también la proposicién de que
la proyeccion de una suma de vecfores sobre un subespacio es igual
a ta suma de las proyecciones de los sumandos sobre este subespacio.

Ejemplos y problemas.

| Sea e, e; y ey un sistema ortonormal de coordenadas de un espacio
unitario de tres dimensiones. Pruébese que el sistema de vectores

1
a4 =3 (22, + 2e,— e3),
a,=—%-— (28, — eg+ 2eq),
|
a3 =z (e —2¢, -} 2¢4)

también constituye un sistema ortonormal de coordenadas de este espacio.

2, En un espacio unitario £ se ha tomado un sistema ortonormal de coor-
denadas e, ..., ;. Pruébese que un sistema de vectores a,, ..., , serd fambién
una base ortonormal del espacio @ cuando, y s6lo cuande, la matriz formada
por las filas coordenadas de estos vectores sea unitaria {véase el p. 1.3)
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3. S8i a, ..., a5 es una base ortonormal de un subespacic lineal 9, la
proyeccion de un vector x sobre % es igual a

(5 a)a+(x a) ag ... +(x, ag) a,.

4. En el espacio de todos los polinomios en A de grado no mayor que #n el
producto escalar se define mediante la fdrmula (7) del p. 17.1. Pruébese que éste
serd un espacio unitario de dimension a--!. Pruébese que ortonormalizando
segin Gram—Schmidt en este espacio la sucesién 1, A y A® obtenemos los
polinomios 1, ¥'3 (2h—1) y V5 (BAZ—6A41).

5. Se llama determinanfe de Gram de un sistema de vectores a, a,, .
de un espacio unitario £ de n dimensiones el determinante

(a1, @) (ar, &) ... (@1, @) |
a| (@ @) (o @) 1 e am

wev

(@n, ay) (@y, @3) ... (ap, @)

Supongamos que en L se ha escogido un sistema ortonormal de coordenadas
Pruébese Tle el determinanie de Gram A es igual al cuadrado del médulo de!
determinante formado por las filas ccordenadas de los vectores a,, ..., a,.
Pruébese también que a4, @, ..., @, son linealmente independientes cuando,
y s6lo cuando, el determinante de Gram de los mismos sea diferente de cero.

6. Dése una interpretacién geoméirica al proceso de orlonormalizacion de
Gram--S5chmidt en el caso del espacio habitual de tres dimensiones de los
vectores-segmenitos.

§ 18. Aplicaciones conjugadas

18. 1. Funciones lineales. Sea £ un espacio lineal cualquiera
de dimension finita sobre un campo K. Pongamos en correspondencia
a todo vector x de & un nfimero f(x) de K. Las correspondencias
de este tipo han sido llamadas en el p. 4.1 funciones con valores
~en K delinidas sobre £ Una funcién f(x) se llama linea! si para
cualesquiera x e y de & y cualesquiera o y B de K se tiene

f (o +By) = &f (x) + Bf (9). (1
Tomando en (1) a=p=0, obtenemos
fo)=0.

Por csta razon en lugar de «funcién lineal» se dice a veces «funcién
lineal homogéneas.

Es facil ver que [a suma de funciones lineales y el producto de
un ndmero por una funcidn lineal son de nuevo funciones lineales.
Probemos, por ejemplo, la primera proposicion. Sea f=g+ 4,
donde g y h son funciones lineales. De acuerdo con la definicion

f (o + By) = g (ax -+ By) -+ h (ex + Py) =
=ag () + Bg (v} + ok (x) + BA () = &f (x) +Bf ()

que es lo que se queria demostrar,
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Conocemos ya que las operaciones de adicion de funciones y de
multiplicacién de las mismas por niimeros satisfacen los axiomas
de un espacio lineal. Puesto que la suma de funciones lineales y
el producte de upa funcién lineal por un nimero son de nuevo
funciones lineales, resulta que el conjunto de todas las funciones
lineales, definidas sobre un espacio vectorial &, es por si mismo
un espacio lineal. Este espacio se llama espacio conjugado (o dual)
respecto a € y se indica por €.

De la igualdad (1) que caracteriza las funcicnes lineales se
desprende inmediatamente una relacién mas general

flenx, +agt, . o dax)=af )+ af () + .. +a.f ), (2

cuya demostracion omitimos ya que es obvia. Los teoremas que
siguen esclarecen en gran medida la estructura de las funciones
lineales.

TEOREMA \. Sea e,, &, ..., e, un sistema de coordenadas cual-
quiera de un espacio lineal £. Tomemos una sucesidn totalmente
arbitraria «,, @, ..., @, de ndémeros de K. Enifonces existe una

funcion lineal f(x), y sélo una, que estd definida sobre £ y que
satisface las condiciones

flep=ay U=1» s oeees ) 3
DEMOSTRACION, Sea x un vector de ®:
t=%e 48t ... Bl 4
Poniendo en correspondencia a este vector el namero of, +
-0, By 4 . . . +a,E,, obtenemos una funcién f(x) sobre €. Es decir,

por definicién
f(x) =a1§1+a’1§i+ e +an§n'

Tomando aqui x=¢; tendremos f{e)=a, (j=1, ..., n). Por otra
parte, si

RS R A R o - (5)
Jtenemos

f(y)ﬁam;"!'aenn'}' T
De (4) y de (5) se deduce que
ax+By= (o, +Bn) e+ ... (k4 Bn e,
de donde *
flox +By) = ot (ak, + P + . - -+, (@B -+ Pa) = af (x)+BF (9).

Por consiguiente, f(x) es una funcién lineal.

Hemos demostrado que existe una funcién lineal que satisface
las condiciones (3). Probemos que es tinica. Sea g(x) una funcién
lineal tal que g(e)=a, (j=1, ..., n). Entonces para un vector
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cualquiera x de coordenadas &, ..., E, tendremos

gy=gBe+ ... +Ee)=8gle)+ ... +5.g(e)=
‘=§1a1+-'- +E.,,a,,|
es decir, g (x)=f(x).

El tfeorema | ha sido demostrado para espacios lineales £ cua-
lesquiera. Si el espacio £ es unitario, las funciones lineales sobre £
tienen una expresion muy sencilla en términos del producto escalar.

TEOREMA 2. El producto escalar {x, a) de vectores de un espacio
unitario ® es una funcidn lineal de x siendo a fijo. Con ello a fodo
vector @ de 2 se pone en correspondencia una funcién lineal definida
sobre . Ademds, para distinfos vectores se obtienen disfintas
funciones lineales y todas las funciones lineales sobre & pueden ser
consiruidas por este procedimiento.

La primera afirmacion es evidente, ya que de f(x)=(x, a) se
deduce que

f(ax+By)={ax+ Py, ) =0 (x, a) 4 B (y, @) = af (x)+Bf (v).

Demostremos la segunda afirmacion. Supongamos que, al contrario,
a diferentes vectores a y & corresponde una misma funcién lineal;
entonces esto significa que la igualdad {x, a)=(x, b) tiene lugar
para cualesquiera vectores x de ¥. Pasando los términos a un mismo
miembro, podemos representarla en la forma (x,a—b)=0, de donde
tomando x =a—#& obtenemos (a—b, a—b)=0. Pero el vector nulo
es el gnico vector cuyo cuadrado escalar es igual a cero, es decir
a—b=o0 o a=b. Resta demostrar la tercera afirmacion, esto es,
que toda funcidn lineal f(x) definida sobre & puede ser representada
en la forma

fx)=(x, a), '(6)

donde a depende de { y x es un vector arbitrario de 2. Indiquemos
por ¥ el conjunto de todos los veclores para los cuales f(x)=0.
Puesto que g(o)=0, el vector ¢ indudablemente pertenece a .
Ademas, si los vectores a y b perteniecen a U, se tiene

f (za~Pb)y = af (o) + Bf (6) =0,

es decir, también ca--pb pertenece a 9. Por consiguiente, 2 es un
subespacio lineal del espacio £. Si U=, resulta que [ (x) =0 para
todos los vectores x. Para satisfacer la condicion 2{5] es suficiente
tomar en este caso a==0. Supongamos por ello que 9 =2, Tomemos
un vector no nulo & cualquiera de € que sea ortogonal a ¥ y tra-
temos de determinar un niimero @ tal que el vector a=oab satisfaga
la relacion (6). Sea f(b)=P y sea f(x)=E, donde x es un vector
cualquiera de € Tenemos

F(x—F )=t —F1®)=0.
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Indicando por ¢ la diferencia x—--é—b, veremos que ¢ pertenece a 9

y que x=c+-§-b. De aqui resulta

way=(Eote, ab ) =2, b)+a( b).

Puesto que el veclor b es ortogonal a ¥, tenemos {¢, 6}=0 y, por
consiguiente,

(x, a}=‘%§(b, b). (7)
La igualdad (7) muestra que siendo a=p (b, &)~ se tiene para

cualquier x
(x, a)=E=](x)
que es lo que se queria demostrar.

18.2. Aplicaciones conjugadas. Emplearemos ahora los resultados
del punto anterior con el fin de obtener para toda aplicacién lineal
de un espacio unitario una aplicacién nueva univocamente deter-
minada y llamada conjugada de la dada.

Sea .« una aplicacién lineal de un espacio unitario &. Tomemos
en £ un vector arbitrario y y consideremos la expresion

flx)=(xA, y), (8)
donde x es un vector variable. Puesto que
[ (et Pv) + ((at 4-Po) oA, y) = (@ ud -+ B- v, y) = of (1) Bf (0),

f(x) es una funcion lineal. Por esto f(x) puede ser representada,
de acuerdo con el teorema 2, en la forma

fx)=(x, a), (9)

donde e] vector a queda determinado univocamenie por la funcién
f(x), es decir, por la aplicacién 4 y por el vector y. Si considera-
mos £ como una aplicacién dada y hacemos variar el vector y,
tendremos entonces para todo vector y un vector determinado a. La
aplicacién que transforma y en a se indica por 4* y se llama con-
jugada de 1, es decir, a=y.4* Introduciendo este resultado en (9)
y comparando con (8) obtenemos la relacion

(xA, g) =(x, yAd®) (10)

que tiene lugar para cualesquiera vectores x e y de 2.

La propiedad (10) caracteriza plenamente la aplicacién conju-
gada «*. En efecto, sea % una aplicacién con la misma propiedad,
es decir, que para cualesquiera x e y

(xd, y) = (2, yB})
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(x, yA*Y—(x, yB) = (¥, yA*—yB) =0,
Esto significa que el vector y£*—yB es ortogonal a todo el espa-

cio, de donde resulta que
yA* = yB.

La aitima igualdad tiene lugar para todos los y v, por consiguiente,
A =53

Es facil demosirar ahora que la aplicacion conjugada A* es li-
neal. Efectivamente, en virtud de (10} se tiene

(x, (au+ Pv) £*) = (x4, au+-Pv)=a(xd, &)+ P (x4, v} =
= a (%, ud®)+ B (%, vAY) = (%, c-uad*+ B -v?)

cualquiera que sea el vector x. Debido a la segunda afirmacion del
teorema 2 esto implica la igualdad

\ (ot 4+ Pv) A* = - ttd* -+ P vd®

que significa precisamente que .£* es lineal.

La operacién de paso a la aplicacion conjugada posee las pro-
piedades siguientes: .

) (A=,

b} (a) =a.r,

¢} (A + By =dA"+ B,

d)  (AB)Y =B

Todas estas propiedades se demuestran de un mismo modo y por

ello nos limitaremos a demostrar solo una de elias.
Por ejemplo,

(xAB, y) = (xA, y35") = (%, yB*A*),
es decir, (AB) = B*A*.
Notemos aqui mismo que las aplicaciones conjugadas de las apli-

caciones identidad y nula coinciden con ellas misinas. Efectiva-
mente,

(&, gy =(x. y)=(x, y&) Yy (20, y)=0=(x, yO).

Veamos la relacion que existe entre las matrices de las aplica-
ciones conjugadas. Tomemos en el espacio £ un sistema ortonormal
de coordenadas e,, &, ..., €, Y sea

epd = apey 4+ 0yt - - - A Lyl
eplt=PBue, 4B+ ...+ Pl i=1, ..., n).
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Multiplicando estas igualdades escalarmente por e; y teniendo en
cuenta que el sistema ¢, ..., e, es ortogonal, obténemos

(epd, ey=a;; y (ed*e)=B,; (i, i=1, ..., n)
De aqui resulta que

Qiu=(8]-u‘z, 2}}-_—{8‘-, EJA‘)= ef‘/f‘, eﬂ: ﬂﬂ.
Por consiguiente, si 4 es la matriz de la aplicacién 4, la matriz
de la aplicacién conjugada .4* serd igual a 4’. Hemos obtenido el
siguiente teorema.

TEOREMA 3. Si una aplicacion lineal A tienz en un sistema orto-
normal de coordenadas la matriz A, la aplicacidn conjugada A* fendrd
en este mismo sistema la matriz conjugada transpuesta A'.

La operacion del paso a las aplicaciones conjugadas posee las
propiedades a), b), ¢} y d). En base al teorema 3 deducimos de
aqui que estas mismas propiedades posee también la operacion del
paso a las matrices conjugadas transpuestas. Este resultado se ob-
tiene también mediante célculo directo (comparese con el p. 1.3).

18.3. Aplicaciones normales. Una serie de propiedades notables
pueden ser obtenidas en el caso de las aplicaciones lineales de un
espacio unitario que conmutan con sus- conjugadas, es decir, que
satisfacen la relacién

AA* = A*A.

Estas aplicaciones se llaman normales. Recordando que en un sistema
ortonormal de coordenadas las aplicaciones conjugadas tienen ma-
trices conjugadas transpuestas, llegamos directamente a la conclusién
de que son normales aquellas aplicaciones lineales de un espacio
unitario, y solo aquéllas, cuyas maftrices, calculadas en unas bases
ortonormales, satisiacen la relacién

Ad' =7 A

Con la misma facilidad se obtienen también las siguientes pro-
piedades de las aplicaciones normales.

TEOREMA 4. Todo vector propio a de una aplicacicn normal A
correspondiente a un valor propio p es al mismo tiempo un vector
propio de la aplicacion conjugada A* pero correspondiente al valor
propio conjugado de p.

Tenemos
AA*=A*A ¥y a(d—pd)=o.
De aqui resulta : b
o=(a (J—Pé’),ﬂ(4—96‘))=(ﬂ(:4—96’){=4‘—5@)_. a) =
= (a(A*—p&) (A —pé), a)=(a (£*—p&), a (A*—p&)),
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es decir
a(A*—pd) =0
que es lo que se queria demostrar.
TEOREMA 5. Los vectores propios correspondienfes a diferentes va-

lores propios de una aplicacién normal A son ortogonales.
Sea

ad=pa y bA=0b (p%0).
Entonces
p(a, )= (ad, b)=(a, bA*) =0 (a, b),

es decir,
(p—0)(a, b)=0 y (a,b)=0.
Algo més compleja es la demostracién del siguiente teorema
principal.
TEOREMA 6. Para loda aplicacién normal 4 de un espacio unita-
rio complejo existe una base orfonormal formada por los vectores pro-

pios de la aplicacion A; la matriz de A es de forma diagonal en
esta base.

Para la demostracion tomamos en el espacio inicial € un vector

propio cualquiera a,s~o0 de la aplicacion £ e indicamos por £, el
subespacio ortogonal a a,. Si

ad=pa, y x€L,
se tiene

(@), xA) = (@,d*, X)= _F;l {a, x)=0,

es decir, el subespacio 2, es invariante respecto de 4. De la inva-
riancia de £, se deduce que en él existe un vector propio a, de la
aplicacidon 4. Indiquemos por £, el subespacio formado por 1odos
los vectores de ¥ orfogonales a @, y pongamos £;=2 n&g,. Puesto
que £, y 2, son invariantes respecto de .¢, también serd invariante
el espacio &;, en el cual debe existir, por consiguiente, un vector
propio no nulo a; de la aplicacién . Indicando por £, el conjunto
de todos los vectores de £ ortogonales a a, y tomando &, =2, N%,N&,,
obtenemos un subespacio invariante de vectores ortogonales a a,, q,
y a,. Continuando el proceso encontraremos la base ortogonal re-
" querida a,, @, ..., a, del espacio & formada por los vectores
propios de la aplicacion .

La propiedad de las aplicaciones normales de los espacios com-
plejos establecida en el teorema 6 es caracteristica para estas apli-
caciones. Efectivamente, si la matriz A de una aplicacién 4 es

diagonal en una base ortonormal, la matriz A’ de la aplicacién

conjugada también serd diagonal y, por consiguiente, conmutara
con A.
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En los espacios unitarios reales la situacién es algo diferente.
Para analizarla demostremos primero una proposicion general rela-
cionada con unas aplicaciones reales lineales cualesquiera.

TeoreMa 7. Toda aplicacion lineal A de un espacio real no nulo
fiene por lo menos un subespacio invariante de dimension 1 o 2.

Si el polinomio caracteristico ¢ (%) de la aplicacién « tiene una
raiz real o, la aplicacién  tiene en £ un vector propio no nulo.
El subespacio tendido sobre este vector sera el subespacio invariante
requerido de una dimension.

Supongamos ahora que g (A) no tiene raices reales. En este caso ¢ (A)
fendrda un par de raices conjugadas a=p--ic _Iy i=p—Ia,
ya que los coeficientes del polinomio ¢ (A) son reales. Tomemos en &
un sistema de coordenadas e, e,, ..., e, y sea A la matriz de la
aplicacién £ en este sisterna. Consideremos la ecuacién

[gi! g:r siaey gn]A='C¢.lé“§5, "wEn]! (“')

donde &, &, ..., §, son upas incég itas cuyos valores determina.
remos en el cuerpo de los niimeros conplejos. La ecuacién (11) puede
ser representada en la forma

[gl' §1’ "-:En] (GE—A)=O,

donde E es la matriz unidad y O es la fila nula. Esta ecuacién
equivale a un sistema de ecuaciones lineales homogéneas respecto a
las incognitas &, ..., E, de matriz (aE—A)’ (compéarese con el
p. 11.4). Puesio que el determinante de esta matriz es ¢{a) y, por
consiguiente, es igual a cero, la ecuacion (11) tiene en el cuerpo
de los nimeros complejos una solucién no nula que indicaremos por
las mismas letras §,, ..., E,. Tomemos para abreviar

[gp EI! ey g,;] =X,
de modo que la relacién (11) se convierte en
XA = aux. (12)

Pasando aqui a los niimeros complejos conjugados, obtenemos x 71_=5¢ X
Pero los elementos de la matriz A son reales y, por lo tanto, A=Ay

*A=ax. (13)
Puesto que las filas x4 X e i (x—x) son reales, enel espacio £ existen

unos vectores @ y b, cuyas filas coordenadas serdn iguales respecti-
vamente a %

el 7
[a]_’ ] (x+x}, } [14}

[6] = 57 (x—X).
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Expresando aqui x y x en términos de {a] v [b] y empleando (12)
y (13), liegamos a las relaciones

al A= al—o bl .
Eb A=g%al+pgb% (z=p4ia).

Estas relaciones equivalen a las igualdades

aAd =pa—ab,
bA = oa ol }

que muestran que el subespacio tendido sobre los vectores a y bes
invariante respecto a la aplicacién £. Hemos demostrado el teorema.

Supongamos ahora que el espacio considerado € es un espacio
unitario real y que 4 es una aplicacién normal del mismo, cuyo
polinomio, caracieristico @ (A) tiene dos raices conjugadas p-+4io y
p—io (o 0). Tomando para el sistema de coordenadas ¢, ...,e,
de £ una base orfonormal cualquiera y repitiendo el razonamiento
anterior, obtendremos de nuevo en £ unos veciores a y b
ligados por las relaciones (15). Probemos que los vectores a y &
seran ahora orfogonales. En efecto, para determinar estos vectores
hemos tenido que considerar el espacio de filas & sobre el cuerpo de
los nimeros complejos. Podemos aceptar que este espacio de filas
es unitario, tomando, de acuerdo con el p. 17.1, para el producto

escalar de las filas [&, ..., E,] ¥ [, .-, n,] la expresion &m,+...
s + &M, Las filas [e,], ..., [e,] forman una base ortonormal
de . La aplicacién consistente en la multiplicacién de las filas por
una matriz A4 sera una aplicacion lineal y su matriz coincidira con A
en la base sefialada. Puesto que A=A, la aplicacién considerada
serd normal y las filas x y x, determinadas durante la demostracién
del f{eorema 7, serdn unos vectores propios correspondientes a dife-
rentes valores propios p+4-ioc y p—io. En virtud del teorema 5
tenemos (x, x)=0, de donde

(15)

((a], (b)) =4 (x+%, x=7)=0,

es decir, (a, b)=0. Tomando para x un vector de longitud 12, ob-
tendremos de (14) que @ y b serdn de longitud 1.

Demostremos ademas que el subespacio de £ ortogonal a a y b
serd invariante respecto de 4. En el espacio de filas R el subespa-
cio ortogonal a [a] y [b] coincide con el subespacio &, ortogonal a
x y x. Este filtimo subespacio es invariante respecto de &, ya que
es la interseccion de subespacios ortogonales a los vectores propios
x y % de una aplicacién normal. Sea ahora y € £ y (a, y) = (b, y)=0;
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entonces [y] €R, e {y] A€®,, de donde resulta
Y42, a)=([g] 4, [a])=0 y (y4,0)=0

que es lo que se gqueria demostrar.
La aplicacién «, inducida por la aplicacién £ en el espacio de
dos dimensiones tendido sobre los vectores a y b tiene, en virtud

de (15), la matriz
—aq
o [ﬁ p]'

Tomando para el niimero complejo p+ic la expresion r (cos p—i sen ¢),
podemos representar la matriz A, en la forma

cosQ sen
4, m"[-—sen:p cosq:] "

Por consiguiente, &, es el producto de la aplicacion de matriz rE
y de la aplicacién de matriz [_ggig ::?)2$] . La primera es una
aplicacién de semejanza de centro en el origen de coordenadas y de
coeficiente de dilatacién igual a r y la segunda representa, como
puede verse ficilmente, un giro de &ngulo @ de los vectores alrededor
del origen de coordenadas en el plano determinado por a y b.

TEOREMA 8. Para toda aplicacion normal A de un espacio real
unitario & existe en & una base ortonormal en la que la malriz de
la aplicacidn A tiene la forma

oy =
A= '. Lr cosp, seng;] ...
. '] —seng, cos@,
G
coS @, senq
"'+rf"[-—53ncpm cosquﬂ ' (16)

donde los nimeros B y m pueden ser iguales a cero.

La demostracién es casi idéntica a la demsotracién del teorema
anadlogo 6. La diferencia estriba solo en que no podemos afirmar
ahora que todo subespacio &; invariante respecto de .£ contiene un
vector propio no nulo a;,, de la aplicacién A.'Pero si £ no con-
tiene vectores propios ée la aplicacién «, en ¥; existe, en virtud
del teorema 7, un par de vectores reciprocamente ortogonales a;;
y b;,, ligados por relaciones de tipo (15). Para el subespacio £;,,
se puede tomar entonces el conjunto de vectores de £ ortogonales
a a;,, ¥ b, De las observaciones hechas anteriormente resulta
que ﬂ}ﬂ sera invariante respecto de £ y el proceso se puede com-
tinuar después segiin el esquema expuesto en la demostracién del
teorema 6. Asf obtendremos una base ortonormal de £ compuesta
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por los vectores ay, ..., @ @pays Ppeny -+ -2 Gpam bpup ligados
por relaciones de tipo

ad=aa, (p=1,...,%),

g =Py, —Ogb, = :
bvﬂzﬁqaﬁp:b:} @=1, ..., m, o,5=0);

estas tllimas muestran que la matriz de la aplicacién 4 tendra
en la base seilalada precisamente la forma (16).

EjJemplos y problemas

t. Tomemos en el espacio euclideo corriente de tres dimensiones | una
recta orientada que pasa por el origen de coordenadas e indiquemos por f(x)}
la longitud de la proyeccién del vector x sobre esta recta tomada con el signo
correspondiente. Pruébese que f(x) es una funcién lineal y que toda funcidn
lineal sobre el es&mcio R es de la forma af (x), donde e ==0 y el eje de proyec-
cién se ha escogido convenientemente (compdrese con ¢l teorema 2).

2. Una funcién f(x) definida sobre un _gspacio lineal complejo se llama
antilineal, sl f (x4 =F(x)+f () v [{ax)=af (x). Pruébese que toda funcién
antilineal sobre un espacio unitario es de la forma (a, x).

3. Demussirese que la correspondencia establecida en el problema anterior
entre los vectores de un espacio unitario £ ly las funciones antilineales es un
isomorfisme entre £ y el espacio de todas las funciones antilineales sobre £.

4. En un espacio unitario € con una base no ortonormal a;, @y ¥ ay estdn
dadas dos aplicaciones lineales £ y 93 de matrices

10 O 1 2 =2
A=|—12 0] yB= 2 —1  0f.
02 —1 -2 1 0

Hallese una base orfonormal de L, si se sabe que £ y 33 son normales
y que el vector a; es de longitud 1.

5. Pruébese que sobre un espacio unitarlo complejo se puede extraer la
raiz de cualquier grado natural m de toda aplicacién normal, es decir, que para
toda aplicacién normal { existe una aplicacién 33, también normal, tal que
Bm = 4. ¢Cubl es el namero maximo de estas aplicaciones 53¢

6. Demudstrese que siendo 9 un subespacio invariante de una aplicacién

normal £, el complemento ortogonal M1 también serd invariante respecto de 4.
Si el espacio principal es complejo, la propiedad indicada caracteriza las apli-
caciones normales.

§ 19. Aplicaciones unitarias y simétricas

19.1. Aplicaciones unitarias. Una aplicacion isomorfa de un
espacio unitario sobre si mismo se llama aplicacién unitaria de
este espacio. Con mas detalle: una aplicacién lineal regular U de
un espacio unitario £ se llama unitaria, si no altera el valor del
producto escalar, es decir, si para todos los @ y b de £ tiene lugar

la relacion
(a, b)=(a?, bU). (1)

15—1843
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Las rotaciones del espacio euclideo corriente de tres dimensio-
nes alrededor del origen de coordenadas O represenian el ejemplo
mas sencillo de aplicaciones unitarias. Las reflexiones especulares
de este espacio respecto a un plano cualquiera que pasa por O re-
presentan otro ejemplo de aplicaciones unitarias del espacio corriente.
Se puede probar facilmente que con las combinaciones de estos dos
tipos de aplicaciones se agotan todas las aplicaciones unitarias del
espacio corrienfe. Por esto las aplicaciones unitarias de espacios
se pueden considerar como las aplicaciones analogas a las rotaciones
y a las reflexiones especulares del espacio euclideo corriente.

De la igualdad (1), que caracteriza las aplicaciones unitarias,
se deduce que

(% ) =(xU, yU)={(x, yUU*),
de donde resulta que
YU* =&, U*=U" y UU=6. (2)

Reciprocamente, de las relaciones (2) se deduce que U es inver-
tible y que
(n g)=(x, yUU*)= (U, yU).

Por consiguiente, una aplicacién lineal AU es unitaria cuando,
y solo cuando, la aplicacidn conjugada U* coincide con la inversa U=1.

En particular, las relaciones (2) muestran que las aplicaciones
unitarias son aplicaciones normales en el seniido del punto anierior.

Tomemos en un espacio £ un sistema ortonormal de coordenadas
y sea 9% una aplicacién unitaria de este espacio. Si la matriz de
la aplicacion U es igual a U, la matriz de la aplicacién conjugada
es igual a U’ de acuerdo con el p. 18.2. De la relacién (2) se
desprende por lo tanto que

UU'=E. @)

Reciprocamente, si la'matriz U/ de una aplicacion lineal U satisface
en un sistema orionormal de coordenadas la relacion (3), la propia
aplicacion U satisface las relaciones (2) y es, por consiguiente,
unitaria. Las matrices U que satisfacen la relacién (3) se Ilaman
unitarias (p. 1.3); llegamos, por lo tanto, al resultado siguiente:
toda aplicacion unitaria liene en un sistema ortonormal de coordena-
das una matriz unitaria; reciprocamente, si la matriz de una apli-
cacion lineal es unitaria en un sistema ortonormal de coordenadas,
la propia aplicacién es unitaria.

Siendo real el campo principal K las matrices de ias aplicaciones
también son reales y la relacién (3) se convierte en

UU'=E. G
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Las matrices que satisfacen esta relacion han sido llamados en
el p. 1.3. ortogonales. Es decir, toda aplicacién real unitaria tiene
en una base ortonormal la matriz ortogonal. Reciprocamente, si en
una base ortonormal la matriz de una aplicacién lineal de un es-
pacio real unitario es orfogonal, la aplicacién es unitaria.

Las aplicaciones unitarias no alteran, por definici6n, los valores
de los producios escalares. De aqui resulta que las aplicaciones
unitarias no aiteran las longitudes de los vectores.

La ultima propiedad es caracteristica para las aplicaciones
unitarias: si wna aplicacion lineal U de un espacio unitario & no
altera las longitudes de los vectores, la aplicacion U es unitaria.

En efecto, sean @ y b unos vectores arbitrarios de €. Tomemos

all=a’ y U =b.
Puesto que la aplicacion U es lineal, fenemos
(atab)U=a+ab

para cualguier valor « del campo de coeficientes. Por hipétesis, la
aplicacion % no altera las longitudes y por lo tanto
(a+ab, a4 aby=(a’"4-ab’, o’ ab’).

Realizando aqui la multiplicacién y reduciendo los términos seme-
jantes, obtenemos

a(b, a)tala, b)=a(®, a')+ala’, b). (5)
Para a =1 esta igualdad se convierte en
(b, a)+(a, b)y=(", a')+(a’, b'). (®)

Si el campo principal es real, tenemos (b, a)==(a, b) y de (6) re-
sulia (a, b)=(a’, &'). En cambio, si K no es real, tomando en (5)
a=={ y simplificando en i, llegamos a la relacién

(b, a)—(a, by=(¥', a’)—(a’, V')
que con (f:"n) da de nuevo (a, b)=(a’, ). Luego, tenemos en ambos

casos
(@, by=(a’, b')=(aU, bU),

es decir, la aplicacion U es unitaria.

Examinemos el problema acerca de la transformacién de coorde-
nadas en los espacios unitarios. Sea e, e,, ..., €, una base orto-
normal de un espacio unitario £ y sea 9 una aplicacién unitaria
cualquiera de este espacio. Puesto que una aplicaciéon unitaria no
altera las longitudes de los vectores y transforma los vectores orto-
gonales en ortogonales, el sistema e, ¢,A, ..., e, serd de nuevo una
base orionormal de £. Reciprocamente, supongamos que una aplicacion
lineal U transforma una base ortonormal e, €, ..., &, en una

15 *
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base también ortonormal e, e, U, ..., e,U. Tomemos en € unos
vectores arbitrarios

a=oe tae,+...+ae, vy b=0e+Be+ ... +p.e.
Tenemos

(a, b):(ch‘e!, Eﬁfel) = G.,E, +_°‘e‘ﬁz + .. +°5n-ﬁm
(%, bU)=(F e, X peU)=ap +ab,+... +aB,,

es decir, (a, b)=(al, bU); luego, la aplicacién U es unitaria. Por
consiguiente, para que una aplicacicn lineal 9 sea unitaria es nece-
sario y suficiente que U transforme una base ortonormal en una
base ortonormal,

De aqui también se desprende directamente la proposicién siguien-
te: la matriz del cambio de una base ortonormal por otra es uni-
taria y, viceversa, si una de las bases es ortonormal y la matriz
del cambio es unitaria, la otra base es también ortonormal.

Para la demostracion basta observar que la matriz del cambio
de un sistema de coordenadas por otro coincide con la matriz de
la aéalai;:acién lineal que transforma el primer sistema en el segundo
(p. 8.3).

Notemos, finalmente, que de la definicion de las aplicaciones
unitarias se deducen facilmente las siguienfes propiedades de las
mismas: 1) la aplicacion idéntica es unitaria, 2) el producto de apli-
caciones unitarias es unitario y 3) la inversa de una aplicacidn uni-
taria es una aplicacién unifaria.

19.2. Equivalencia unitaria. Ligado de un modo natural al
concepto de aplicacidn unitaria aparece uno de los problemas prin-
cipales de la teoria de espacios unitarios. Se trata de la clasificacién
de las aplicaciones lineales de estos espacios. Sean £ y £, unos
espacios unijtarios sobre un mismo campo principal K. Consideremos
dos aplicaciones lineales . y f; de estos espacios con la particu-
laridad de que £ actlia sobre £, mientras que , actia sobre £,
Las aplicaciones & y £, se llaman semejantes o isomorfas si existe
una aplicaclén isomorfa de € sobre £, que transforme la aplicacion
« en la aplicacién ;. Puesto que todos los espacios unitarios son,
salvo un isomorfismo, conocldos y se determinan por su dimensién »,
podemos aceptar que £; coincide con & y, que, por consiguiente,
las aplicaciones £ y .£; actlian sobre el mismo espacio . En este
caso nuestra definicidn significa que £ y «, son isomorfas cuando,
v sblo cuando, existe una aplicacion isomorfa 9 del espacio £
sobre si mismo que transforma £ en «,. Como hemos visto en el
p. 10.2 esto equivale a la condicién

Ay =U"AU. )
Si tomamos en £ un sistema ortonormal de coordenadas, la relacién (7)
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puede ser representada en la forma matricial
A =UAU, (8)

donde U es una matriz unitaria y A y A, son las matrices de las
aplicaciones lineales dadas. Unas matrices A y A4, que satisfacen
la relacién (8) se llaman unitariamente equivalentes. Por consiguiente,
las aplicaciones lineales de un espacio unitario son isomorfas cuando,
y sOlo cuando, sus matrices, calculadas en una base orloncrmal, son
unitariamente equivalentes.

Considerando la matriz U de la relacion (8) como una matriz
de cambio, llegamos a la siguiente propoesicion: unas aplicaciones
fineales A y B de un espacio unitario & son isomorfas cuando, y sélo
cuando, en ¥ existen dos bases ortonormales fales que la malriz de
la aplicacion A calculada en una de ellas coincide con la matriz de
la aplicacién B calculada en la otra.

Esta proposicién es totalmente analoga a la correspondiente
afirmacién para espacios lineales arbitrarios que ha sido considerada
en el p. 10.2, donde se ha dado también una demostracién detallada.

A titulo de ejemplo, podemos tomar las aplicaciones normales.
Estd claro que para que unas aplicaciones lineales de un espacio
unitario sean unitariamente isomorfas es necesario que sean isomorfas
linealmente, es decir, que sean isomorfas como aplicaciones fineales
de un espacio lineal. Por ello, para que unas aplicaciones lineales
sean unitariamente isomorfas es necesario que sus polinomios carac-
teristicos coincidan. Si las aplicaciones dadas son normales y las
raices de sus polinomios caracteristicos son conocidas, es posible,
segtin el punto anterior, escribir las matrices de estas aplicaciones
en unas bases ortonormales del espacio convenientemente escogidas.
Puesto que estas matrices resultaran idénticas, las aplicaciones seran
unitariamente isomorfas. Heros demostrado,pues,el siguiente teorema:

TEOREMA 1. Para que unas aplicaciones normales de espacios unila-
rios, tanto reales como complejos, sean unifariamente isotnorfas es
necesario y suficiente gue los polinomios caracteristicos de estas apli-
caciones coincidan.

En una forma puramente matricial el teorema | puede ser
enunciado del siguiente modo:

TEOREMA la. Para la equivalaencia unitaria de unas matrices Ay B
que conmutan con sus matrices anticonjugadas complejas Ay B
es necesario y suficiente, tanto en el caso del cuerpo de los nimeros
complejos como en el caso del cuerpo de los nidmeros reales, que los
polinomios caracteristicos de las mairices A y B coincidan.

En particular, para foda matriz compleja o real A, tal que
AA'=A’A, existe una matriz unitaria U compleja o, respectiva-
mente, real tal que la matriz UAU-'<=UAU’ es diagonal en el
caso complejo y ftiene la forma (16) del p. 18.3 en el caso real.
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Por consiguiente, el isomorfismo unitario de las aplicaciones

normales resulta ser equivalente al isomorfismo corriente de las
mismas.

19.3. Forma normal de la matriz de una aplicacidén unitaria.

Como ya hemos sefialado, las aplicaciones unitarias son un caso
particular de las normales. Por esto los leoremas 1 y la, ademas
de ofrecer las condiciones necesarias y suficientes para que un iso-
morfismo sea unitario, ofrecen también la forma normal para las
matrices de las aplicaciones unitarias. El feorema que sigue indica
el rasgo caracteristico que distingue las aplicaciones unitarias de
las demas aplicaciones normales:

TEOREMA 2, El mddulo de todas las raices del polinomio caracie-
ristico de una aplicacion unitaria es igual a la unidad.

Consideremos primero el caso complejo. En este caso a toda
raiz @ del polinomio caracteristico de una aplicacién unitaria QU
le corresponde un vector propio no nulo a. De las relaciones

al=aa y (aU, aU)=(a, a)

resulta
(xa, aa)=oa(a, a)=(a, a),

es decir, aa=|alt=1.
En el caso real, a toda raiz compleja o=p+io le corresponde
un par @ y b de vectores ortogonales no nulos tales que

alU =pa—ob y b = ca+ pb.
De aqui tenemos

(a, a)-+(b, b)=(a%, aU)+(bU, bU)=(p*+ o?) ((a, a)+ (b, b)),
es decir,
pidot=|al?==1.

Observando que entre los nimeros reales sélo los nimeros 1

y —1 son de médulo igual a la unidad, podemos enunciar el teo-

rema la en el caso de aplicaciones unitarias en la forma siguiente:

TEOREMA 3. Para toda matriz unitaria A existe una matriz uni-

taria compleja U tal que UAU-' serd una mairiz diagonal con

elementos diagonales de mddulo igual a la unidad. Para toda matriz
unitaria real A existe una matriz unitaria real U ltal que

CoS P, sen g,

VAU =Ert (—E+ | _eng conm ]

€Os @, Senq,
"'+[—sencpm coscp,,,] ] Gy
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donde E; y E, son malrices unidades de orden s y t, respectivamente,
yseng, %0 (i=1, ..., m), con la particularidad de que algunos
de los ‘nidmeros s, { y m pueden ser iguales a cero, es decir, en la
formula (9) pueden no figurar los términos correspondientes.

Consideremos, a titulo de ejemplo, el espacio euclideo corrientie
‘de tres dimensiones M. Para toda aplicacién ortogonal U del espacio
M se puede encontrar, de acuerdo con el teorema 3, un sistema
e, €, y e, de vectores perpendiculares unitarios fal que la matriz
de la aplicacion U tomaré una de las seis formas siguientes:

1 -1 1
a) 1 ’ ﬂ) 1 v ‘Y} =il x
1 I —1
—1 1 -1
8) —1 |, e cospseng [y x) cosp seng
—1 —sen @cos P —SEN@ COS ¢

Es evidente que la aplicacion U es la aplicacion idéntica en el
caso a), la reflexién especular respecto al plano e,0¢, en el caso B),
la reflexion especular respecto a la recta Oe, en el caso y), la
reflexion especular respecto al origen O en el caso §), la rotacién
de 4ngulo ¢ alrededor del eje e, en el caso &) y la rotacion de
angulo ¢ alrededor del eje e, seguida de la reflexién especular respecto
al plano e,Oe, en el caso %). Los cuatro primeros casos se pueden
considerar como casos particulares de los dos altimos con ¢=0y
Q=g

19.4. Aplicaciones simétricas. Una aplicacién lineal £ de un

espacio unitario € se llama hermitiana o siméirica, si A coincide
con su aplicacién conjugada .*. Es decir, si la aplicacién A es

simétrica, se tiene
{xd) y}:'[xv y"‘z)' (10)

Reciprozamente, si una aplicacién lineal . satisface la condicién (10)
cualesquiera que sean x ¢ y de 2, la aplicacidn 4 es simétrica.

Es evidente que de la condicién 4*=.4 se deduce la igualdad
AAd*=A*A, es decir, las aplicaciones simétricas son aplicaciones
normales.

Tomemos en £ una base ortonormal y sea A la matriz de una
aplicacién simétrica . La matriz de la aplicacién conjugada A4*
es igual en esta base a la matriz anticonjugada A’. Tenemos, por
hipotesis, 4*=u, de donde

A=A (1)

Reciprocamente, de (11) se deduce que 4*=, es decir, que &
es siméirica. Las matrices que satisfacen la relacién (11) han sido




232 Cap. V. Lspacios unitarios y euclideos

llamadas en el p. 1.3 hermitianas. Por consiguiente, en wuna base
ortonormal a las aplicaciones simétricas les corresponden matrices
hermitianas y, viceversa, a las matrices hermitianas les corresponden
las aplicaciones simétricas. .

El ejemplo mas sencillo de aplicacion simétrica es la aplicacién
de tipo ad’, donde o es real. El ejemplo general se obtiene con las
aplicaciones cuyas matrices tienen, en una base ortonormal, la forma
diagonal real. i

La suma de aplicaciones simétricas y el producto de una aplicacion
siméirica por un ntimero real son de nuevo aplicaciones siméfricas.

En efecto, si las aplicaciones 4 y B son simétricas y o es un
nimero real, se tiene

(A+BY=A"+ B = + B,
(@) = ad® = ad.
El producto de dos aplicaciones siméiricas es una aplicacion si-

métrica cuando, y solo cuando, estas aplicaciones son conmutables.
Efectivamente, de AB=BA. A=H" y B=B" se deduce que
(AB) =B A =BA=AB.
Reciprocamente, si (AB)'=udB, A=A* y B=35" se tiene
AB=(AB) =B A* = BA.
De aqui se deduce, en particular, que las potencias de una aplica-
cién simétrica y, en general, los polinomios de coeficientes reales
en una aplicacién siméirica son de nuevo aplicaciones simétricas.
Los valores propios de las aplicaciones siméfricas son reales.
Efectivamente, sea £ una aplicacién simétrica, sea @ un valor
g_ropio de la misma y sea @ un vector propio no nulo correspondiente.
enemos _
(a, ad)=(a, aa)=o0a(a, a),
(aA, a)=(oa, a)=w«a, a).
Pero
(a, ad)=(aA, a).

Comparando estos resuitados, vemos que a=c, es decir, que o es
real.

Todas las raices del polinomio caracteristico de una matriz hermi-
fiana son reales.

En efecto, toda matriz hermitiana A puede ser considerada como
la matriz de una aplicacién simétrica £ de un espacio unitario.
Las raices de! polinomio caracteristico de la matriz A son los va-
lores propios de la aplicacién . y, por consiguiente, son reales.

Hemos sefialado anteriormente que ltas aplicaciones simétricas
son normales. Por lo fanto, rara que upas aplicaciones simétricas
sean unitariamente isomorfas es necesario y suficienie, en virtud
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del teorema 1, que los polinomios caracteristicos de estas aplica-
ciones coincidan.

Para toda aplicacién normal de un espacio unitario complejo
existe, segiin el teorema 6 del p. 18.3, una base ortonormal en [a
que la matriz de la aplicacién es de forma diagonal. Puesto que
todos los valores propios de las aplicaciones simétricas son reales,
la matriz diagonal indicada sera real en el caso de aplicaciones
simétricas; obtenemos asi el teorema siguiente:

TEOREMA ¢ Toda aplicacién simétrica de un espacio complejo uni-
tario tiene, en una base ortonormal adecuada, una matriz diagonal real.

La reciproca es también valida, ya que si la matriz de una
aplicacién lineal 4 en una base ortonormal es de forma diagonal
real A, se tiene A"=A y, por consiguiente, A*= 4.

En términos matriciales el teorema 4 puede ser enunciado de
la forma siguiente.

TEOREMA 4a. Para toda mairiz hermitiana A existe una matriz
unitaria compleia U tal que la matriz UAU-* es de forma diago-
nal real.

Consideremos zhora el caso en que 4 es una aplicacién simé-
frica de un espacio unitario real. Segin el teorema 8 del p. 18.3,
la matriz de la aplicacién . se descompone, en una base ortonor-
mal adecuada, en células de orden | & 2. Ademas, las células de
orden 2 aparecen s6lo cuando el polinomio caracteristico de la
aplicacién tiene raices no reales. Pero los polinomios caracteristicos
de las aplicaciones siméiricas no tienen raices que no sean reales.
Por consiguiente, también en el caso real la matriz de una aplica-
cion simétrica se reduce a la forma diagonal en una base ortonor-
mal adecuada. La reciproca, obviamente, es también valida, de
modo que tiene lugar el teorema siguiente:

TEOREMA 5. Para foda aplicacién siméirica de un espacio unitario
real existe una base ortonormal en la que la matriz de la aplicacion
adquiere la forma diagonal.

En una base ortonormal las matrices de las aplicaciones simé-
tricas satisiacen las relaciones A" = A. En el caso real esta relacién
se convierte en la igualdad A’= A. Las matrices que satisfacen esta
igualdad se llaman simétricas (p. 1.3). Por consiguiente, en una
base ortonormal las matrices de las aplicaciones siméfricas reales
son simétricas y, viceversa, las aplicaciones son simétricas si sus
matrices son simétricas reales. Esta observacién permite enunciar
el teorema 5 del modo siguiente.

TEOREMA 6a. Para foda matriz simétrica real A existe una matriz
unitaria real U fal que la matriz UAU-' es de forma diagonal,

19.5. Aplicaciones antisimétricas. Sea £ un espacio unitario.
Una aplicacién lineal « se llama antisimétrica, si estd ligada a su
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aplicacién conjugada por la relacién
At=—A. (12)
Siendo a y b vectores arbitrarios de &, de (12) se deduce que
(@, bA)=(aA", b)=— (a4, b).
Reciprocamente, si para cualesquiera a y b se tiene
(@ ba) = — (ad, b),

resulta que A =— A" vy 4 es una aplicacién antisimétrica.

En el caso en el que el campo principal es el cuerpo de los
nameros complejos, las aplicaciones anﬂsimétricas tienen una expre-

sion muy sencilla mediante ias simétricas. En efeclo, sea £ una
aplicacién simétrica de un espacio 2. Entonces

Ay =Ta=—id,
es decir, la aplicacién i es antisiméfrica. Reciprocamente, si la
aplicacién £ es antisimétrica, se tiene

(fA) =T4"=iA,
y, por consiguiente, la aplicacién {4 es simétrica. En los espacios
reales esta relacién desaparece.

Tomemos una base ortonormal en un espacio unitario £ e indi-
quemos per A la matriz de una aplicacién antisiméirica .. Puesto
que la matriz de la aplicacién conjugada «£* es igual a A', la
condicién {12) da . .

7 T _ (13)

Viceversa, de (13) se deduce, obviamente, que . es una aplicacion
antisimétrica. Las matrices que verifican la relacién (13) se llaman
matrices hermitianas antisimétricas. Por consiguiente, en una base
ortonormal a las aplicaciones antisimétricas les corresponden las mat-
rices hermitianas antisimétricas y, viceversa, a las matrices hermi-
tianas antisimétricas les corresponden aplicaciones antisimétricas.

De la relacion (12) se deduce directamente que la suma de apli-
caciones antisimétricas y el producto de una aplicacién antisimétrica
por un niumero real son de nuevo aplicaciones antisimétricas.

Todo valor propio de una aplicacién antisiméirica o bien es igual
a cero o bien es un ndmero imaginario puro.

Si @ es un valor propio de una aplicacién antisimétrica £ y a
es un vector propio no nulo correspondiente, se tiene

(a, ad)=(a, aa)=a(a, a),
(ad, a) = (aa, a)=a(a, a).

Pero (a, ad)=—(ad, a) y, por consiguiente, —ax=qa que es lo
que se queria demostrar.



§ 19. Aplicaciones unitarias y siméiricas 235

En particular, de aqui resulta que fods raiz del polinomio ca-
racteristico de una matriz hermitiana antisimélirica o bien es igual
a cero o bien es un ndmero imaginario puro,

Puesto que de la relacion 4*=— 4 se deduce inmediatamente
la igualdad A*A = ALA*, las aplicaciones antisimétricas resultan ser
un caso particular de las aplicaciones normales y, por ello, para
hallar la forma mas sencilla de las matrices de las aplicaciones
antisimétricas es suficiente recurrir al teorema 8 del p. 18.3. Asi se
obtiene el teorema siguiente:

TEOREMA 6. En una base ortonormal adecuada de un espacio uni-
tario real la matriz A de una aplicacion antisimétrica toma la forma

. 0 o] . s 0 o,
A=0,+ [__U‘ 0] +... i-[_% 9]. (14)
donde O, es la matriz nula de orden k.

Efectivamente, en una base ortonormal adecuada la matriz de
la aplicacién dada se descompone, segfin el teorema mencionado,
en células de érdenes | y 2. De la relacién (13) se ve que también
las células aisladas deben satisfacer esta misma igualdad. Las células
de orden I son nameros reales p; y la relacion (13) da para ellas

pj=—p;=—p; e€s decir, p;=0. En cambio, si la célula es de
orden 2, de (13) resulta que debe ser de la forma
0 0;

que es lo que se queria demostrar.

En términos matriciales el teorema 6 se puede enunciar de modo
sigujente:

TEOREMA 6n. Para toda matriz antisiméirica real A existe una
matriz unitaria real U tal que la mairiz UAU-" es de In forma (14).

Para las matrices reales los conceptos de matriz unitaria y de
matriz oriogonal son equivalentes y por esto en los teoremas 5a y 6a

las palabras unitaria real pueden ser sustituidas por las palabras
unitaria ortogonal.

19.6. Aplicaciones simétricas no negativas. Una aplicacién simé-
trica « de un espacio unitario & se llama no negativa, si para todo

x de & se tiene
(xA, x) 0. (16)

Aqui el signo de desigualdad tiene sentido, ya que en el caso
de aplicaciones simétricas el producto escalar (x.#, x) es siempre
real. Si el signo de igualdad tiene lugar en (15) sélo para el vector
nulo, se dice que £ es una aplicacién positiva o definida positiva.

Una combinacion lineal de aplicaciones no negativas con coeficientes
reales no negativos es una aplicacién no negativa,




236 Cap. V. Espacivs unifarios y euclideos

Esto se ve directamente de la férmula
(x{ad+PBB), X)=a(xA, x)+P(£B, x).

El producto de cualquier aplicacion lineal por su conjugada es
una aplicacién simétrica no negativa.
Efectivamente,
(xAA*, X)= (x4, xA) =0,
(xA*A, xy=(xA"*, xA*) =0.
El cuadrado de cualquier aplicacion simétrica es una aplicacion
no negativa.
Resulta de la anterior, ya que toda aplicacion simétrica es con-
jugada de si misma.
Todos los valores propios de una aplicacion no negativa son reales
Yy no negativos.
Sea 4 una aplicacion no negativa, sea « un valor propio de la
misma y sea a un vector propio no nulo correspondiente. Entonces

(ad, a)=cala, a) =0.

Por consiguiente, se tiene o =0.

Si los valores propios de una aplicacidn simétrica de un espacio
unitario ¥, complejo o real, son no negativos, la aplicacidn es no
negativa,

En & existe, en virtud del p. 19.4, una base ortonormale,, ..., e,
formada por los vectores propios de la aplicacion 4. Sean ey, ..., o,
los valores propios correspondientes y sea

x=§lel+§le')+' AT +En£n

un vector arbitrario de £. Entonces

(xd, 0)=abE 4+ atE+ ... +a k.l =
=o & Pt o, 80 (16)

que es Jo que se queria demostrar.

El determinante de la aplicacién £ es igual a a,&, ... e,. Si él
es diferente de cero, todos los niimeros o, son mayores que el cero
y la suma (16) sera igual a cero en este caso s6lo para x=o0. Por con-
siguiente, la aplicacién 4 serd en este caso definida positiva.
En cambio, si |4 ]=0, uno de los valores propics, digamos «,, es
igual a cero. Entonces

(eyA, el)=0(eu e:’=0
y la aplicacién 4 no serd definida positiva.

Por consiguiente, una aplicacidn simétrica no negativa es definida

positiva cuando, y sélo cuando, es regular.

Consideremos ahura la operacién de extraccion de la raiz cuad-
rada de una aplicacion lineal. Se dice que una aplicacién lineal &
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es raiz cuadrada de una aplicacion lineal ., si

L= A. (17)
Segiin sea la aplicacion £, la ecuacién (17) puede no tener solu-
ciones, puede tener sélo un niumnero finito de soluciones y puede tener
un nomero infinito de soluciones. Sin embargo, en el caso de apli-
caciones simétricas no negativas la situacién es bien determinada.

TEOREMA 7. Para toda aplicacion siméirica no negativa A de un
espacio unitario existe una aplicacion simétrica no negativa B, y sélo
una, que cumple la relacion

Br=uA.
Toda aplicacidn lineal que conmula con A es conmutable con 5.

DEMOSTRACION. Tomemos en £ una base ortonormal e, ..., e,
formada por los vectores propios de la aplicacién .Z. Tal base existe
de acuerde con el p. 19.4. Indiquemnos por a,, ..., a, los valores
propios correspondientes de la aplicacién £. Sea B la aplicacién
linea} que transforma e; en Va}e, {(i=1, ..., n), donde se toman
los valores no negativos de los radicales. Puesto que ¢, ..., ¢, es
una base ortonormal formada por los vectores propios de la apli-
cacion B -y puesto que los valores propios de ésta son iguales a
V&, ... Ve, es decir, son no negativos, resulta que B es una
aplicacién simétrica no negativa. Pero

EJFECG_,-Q}':&';#‘ (f‘"=l, veey N).
Por lo tanto, #B*=.4. Hemos demostrado que la raiz cuadrada
requerida de .4 existe.

Demostremos la filtima afirmacién del teorema. Sea 2 una apli-
cacion lineal que conmuta con 4. Tomemos los vectores coordenados
e, ..., e, en tal orden que los valores propios iguales, si es que
existen, correspondan a vectores coordenados adyacentes. Entonces
las matrices de las aplicaciones .4 y $B serdn, respectivamente, de

la forma _
{ FIEI ]

aE,

C‘J'E: =3

V_GTE s
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donde a,, ..., @, son distinfos valores propios de la aplicacién A y
E,, ..., E; son matrices unidades. Representemos la matriz de la
aplicacion .2’ en la forma celular correspondiente

Xy, iy w0 Kig
x| Xn Xu .o X
Ko Xoian Xy
De la condicién AX = XA tenemos
X p=Xpoe (j, k=1,2, ..., 9),

25
.

es decir,
(Cf.‘[—'-ak] X}* =0.

Puesto que o5~ a, para js=k, tenemos X ;=0 (j == k). Por consi-
guiente,

Xa O v 0
X = 0 Xy wus O -
G O g N
pero entonces
Vea Xy,
BX = . =X8
L V'GT:XHJ

que es lo que se queria demostrar.

Resta demostrar la unicidad. Sea € otra aplicacién simétrica
no negativa tal que %= 4. Correspondientemente a la descompo-
sicién celular de la matriz A sefialada anteriormente, el espacio £
se descompondrd en la suma directa de los subespacios invariantes
£,(j=1, ...,8). Puesto que €A =A%, los subespacios 2, serdn
también invariantes, de acuerde con lo demostrado, respecto a €.
Como % es simétrica, en cada uno de los subespacios £; existe una
base ortonormal formada por los vectores propios ée 8. Sean
Yi» +. s ¥.p Jos valores propios correspondientes. Indiquemos por
Ay B,y %J las aplicaciones inducidas en el subespacio &; por las
aplicaciones £, 3 y ¥, respectivamente, tenemos

Adj=a; 6, Bj=Vea§ y €i=v;
de donde

Yh= .. =Yp=0a,



Efemplos y problemas 239

Puesto que todos los niimeros vy, ..., ¥, son no negativos, de aqui
se deduce que

V= =v=V3

¥, por consiguiente, €=V a,8,=B;, es decir, 8 =23.
Demostremos, como ejemplo de una aplicacién directa del teorema?7,

que el producto de aplicaciones simétricas no negativas conmuiables
es una aplicacion no negativa.

En efecto, sean 4, y 4, unas aplicaciones simétricas no nega-
tivas que conmutan. Indiquemos por 43, y 93, sus raices cuadradas
que, segin el teorema 7, se pueden escoger de manera que conmuten
y que sean simétricas y no negativas. Tenemos entonces

(B, B, = B, 3,8, B, = BiB; = A, Ay,

es decir, «,., es igual al cuadrado de una aplicacion siméirica B,9B,.
Luego, A,.{, es no negativa. Hemos demostrado la proposicién.

De ella se desprende, en particular, que los polinomios con coe-
ficientes reales no negativos en una aplicacion simétrica no negativa
son también aplicaciones simétricas no negativas.

Ejemplos y problemas

1. Sea e;, ¢; y e; una base orfonormal de un espacio unitario @. Héllense
las matrices dﬂe {as aplicaciones unit2arias qile tran;forman los vectores e, y e, en
los vectores -3—-el+?e,——3— [ —S-el—ie,-}-a-es.

2. 5iay, ooy Gy ¥ By, ..., b, son dos sistemas ortonormales de vectores
de un espacio unitario £ de n dimensiones (m <z n), existe una aplicacidn unitaria
de £ que transforma el primer sistema en el segundo.

3. Para que un sisiema de vectores a,, ..., a, de un espacio unitario pueda
ser transformado por una aplicacion unitaria en oftro sistema by, ..., &, es
necesario y suficiente que las matrices de Gram de estos sistemas coincidan
(véase el problema 5, pag. 215).

4. Demuéstrese, empleando la forma normal de Jordan y el proceso de orto-
normalizacién de Gram—Schmidt, que la matriz de toda aplicacion lineal de
un espacio unitario puede ser reducida a la forma triangular en un sistema de
coordenadas ortonormal adecuado (teorema de Schur).

5. Demuéstrese que siendo . una aplicacion arbitraria de un espacio uni-
tario ¥ que conserva jos valores de los productos escalares, la aplicacién 4 es
lineal y es, por consiguiente, una aplicacion unitaria del espacio £.

En un espacio lineal existen, salve un isomorfismo, sélo dos funciones
lineales. En un espacio unitario las funciones lineales son, salvo un {somosfismo,
de la forma & (¥, €}, donde e es un vector unitario fijo.

7. En una base ortonormal de un espacio euciideo las matrices de las apli-
caciones 4, B y ¥ son iguales respectivamente a

i
21.
2

524 424 13
222, [212|y|[=12
425 424 10



240 Cap. V. Espacios unitarios y euclideos

Demuéstrese que 4 es definida positiva, que 3 es no negativa y que &,
aun no siendo simeétrica, es tal que (x¥, x) =0 cvalquiera que sea x.

8, Hallese la raiz cuadrada siméirica no negativa de la aplicacion 33 del
problema anterior.

9. La mairiz de una aplicscién simétrica no negativa, calculada en una base
ortonormal, se llama hermifiana no negativa. Pruébese gue una matriz hermitiana
es no negativa cuando, y s6lo cuando, se aliernan los siFnos de los coeficientes
de su polinomio caracteristico. Ademas, si uno de los coeficlentes es igual a cero,
también tienen que ser iguales a cero los coeficientes de los términos de grado
menaor.

10. Demuésirese que de toda aplicacion normal 4 se puede extraer la raiz
de cualquier grado positlve n, es decir, demuéstrese que para toda aplicacién
normal .4 existe una aplicacién normal 2" que satisface la relacién 2" =4.
¢Cuél es el nimero méximo de tales aplicaciones 27

11, En un espacio unitario £ se ha tomado una base ortonormal. Demuéstrese
cl]ue en esta base la matriz de toda aplicacién simétrica no negativa £ de rango

puede ser representada en ta forma
A=[x]"[x],
donde [x+ es la fila coordenada de un vector x convenientemente escogido.

12. Toda aplicacién simétrica no negativa es una suma de aplicaciones simé-
tricas no negativas de rango 1.

13. Si unas matrices hermitianas de elementos a;; y B;; son no negativas,
la matriz de elemenlos vy =ayP; es también no negativa (i, j=1, 2. .... n).

§ 20. Descomposicion de aplicaciones generales

Las aplicaciones unitarias, simétricas y antisimétricas tienen una
estructura geométrica muy clara. Por esto al estudiar las aplicacio-
nes lineales generales de espacios euclideos o unitarios resulta na-
tural preguntarse si es posible expresar de algin modo simple estas
aplicaciones en términos de las aplicaciones especiales mencionadas.
Algunos de estos métodos, que son de importancia principal, se
consideran precisamente en este parragrafo.

20.1. Descomposicidn en partes simétrica y antisitnétrica. Sea € un
espacio unitario complejo y sea £ una aplicacion lineal del mismo.
Designernos

=M+A) Y E=gi(l—u). (1)
Tenemos
= (L F D) =B y G=—g (L —A)=8.
Por consiguiente, 33 y ¥ son simétricas. De (1) resulta
A=B+i8. (2

Es decir, foda aplicacion lineal A de un espacio unitario complejo
puede ser regsresenfada en la forma (2), donde 3B y € son aplicaciones
simétricas. Esta representacién es univoca, ya que de (2) se deduce
que

A =G5 — 6 =B—I¥,



§ 20. Descomposicion de aplicaciones generales 241

de donde obtenemos para B y € de nuevo las expresiones (1).
Si el campo principal es real, la descomposicion (2) no sirve.

En este caso se procede del modo siguiente. A una aplicacién
arbitraria. Pongamos
Bor(d+d) ¥ E=t(d—o). (3)

De aqui resulta
A=RBE. (4)
Puesto que

B =g+ A)=B Y E=g(l—d)=—F,

en la descomposicion {4) B es una aplicacidn simétrica y € es una
aplicacion antisimétrica. La descomposicién (4) es univoca, ya que
de ella se deduce que A*=PB—% y de aqui oblenemos para By €
de nuevo las expresiones (3). Por consiguiente, toda aplicacion lineal
puede ser represenfada como la suma de una aplicacion simétrica y
una aplicacion antisiméirica. Esta represeniacién es univoca.

Es evidente que la descomposicion (4) sirve cualquiera que sea
el campo principal. La aplicacién B se llama parte siméirica y la
aplicacion % se llama parte antisiméfrica de la aplicacion .4.

Desde el punto de vista del calculo de matrices, la descompo-
sicién (2) significa que toda matriz cuadrada A se puede representar
en la forma B4-iC, donde B y C son matrices hermitianas, mient-
ras que la descomposicion (4) significa que toda matriz cuadrada A
puede ser representada en la forma B-4C, donde B es una matriz
simétrica y C es una matriz antisimétrica.

20.2. Descomposicion polar. Desde el punto de vista geométrico

es de mucho mayor interés la representacion de una aplicacién lineal
como el producto de unas aplicaciones simétrica y unitaria. La po-
sibilidad de tal representacion se basa en el lema siguiente.

LEMA. Si las aplicaciones lineales A y B de un espacio unitario &
alteran igualmente las longitudes de los vectores™, es decir, si para

cualquier a
(aAd, ad)=(a®B, aB), (5)

existe una aplicacidn unitaria U del espacio @ tal gue AU =3B.
‘Consideremos el dominio de valores de la aplicacién A, es decir,
el conjunto de vectores de tipe x.Z, donde x recorre todo el espa-
cio & Indiquemos por ¥ este dominio. Analegamente, indiquemos
por B el dominio de valores de la aplicacién B. % y B son, seglin
¢l p. 10.1, unos subespacios lineales. Queremos, ante todo, establecer
una correspondencia isomorfa entre % y B. Sea a un vector de 9.

a;‘ Las apllcaciones 4 y B que poseen esta propiedad s llaman méiricamente
Iguales.

16--1843
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Busquemos en £ un vector x tal que x4 =a y tomemos x+B=b¢.
Convengamos en decir que b es la imagen de a y en indicarla por a97.
Probemos que a determina univocamente a . En efecto, lo contra-
rio puede acontecer sélo si el vector x no se determina univoca-
mente por la condicién x4 =a. Sin embargo, si x, es otro vector
tal que x,.£=a, tenemos (x—x,)«d =0. De aqui se deduce, en
virtud de (5), que

(e—2) B, (x—x,)B)=((x—x,) 4, (x—x,)A)=0,

es decir, que (x—x,})B=0 6 x,B=xB que es lo que se queria
demostrar. Hemos probado de esta forma que $? es una aplicacidn
univoca de 9 en B. Sin embargo, es facil ver que %° es una apii-
cacién biyectiva de 9 sobre N. Efectivamente, siendo b un vector
de B, existe en £ un vector x tal que x8B=>5. Tomando entonces
xA =a, tendremos a%? ="t que es lo que se queria demostrar.

De la misma definicion de la correspondencia %7 se desprende
que para todo vector x de £ es vialida la igualdad

XAY? = xB. (6)

Empleando esta igualdad se puede probar que $? es una aplicacidn
isomorfa de U sobre Y. Efectivamente, sean a, y @, unos vectores
de ¥. Busquemos en £ unos vectores x, y x, tales que x,{f=a, vy
x4 =a, Tenemos entonces

(@, + Ba,) 7° = (ax,A -+ Px,A) 97 = (e, + Bxe) AP = (ox, + ﬁx,) B=
=0 (%,B) + P (%.B) = @ (£, 497) + B (x,AF°) = 22, 7° + Ba, 7, (7)

es decir, Ja aplicacion %? conserva las operaciones de adicién y de
multiplicacién por nGimero. Ademas,

(0,77, a,7°) = (5, d¥?, 4, AP?)=(%,B, %,B)=
' = (x,, x,A)=(a,, qa,), (8)

es decir, la aplicacion 97 conserva las longitudes de los vectores.
Por consiguiente, 9? es un isomorfismo.

Tenemos definida la aplicacion ¥° sdlo para los vectores de 9[.
Queremos ahora definirla también en todos los demas vectores del
espacio 2. Con este fin consideremos los subespacios ortogonales
9L y BL. Para £ son vilidas, de acuerdo con el p. 17.5, las des-
composiciones directas

L=%4-UL =B |+ BL,

Los subespacios % y B son isomorfos y, por lo tanto, tienen la
mrisma dimensién. Pero entonces los complementos ortogonates 91+
y BL también tienen la misma dimensién, Como los espacios uni-
tarios de una misma dimensién son isomorfns, debe existir una
aplicacién biyectiva de %L sobre BL que conserva las operaciones
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de adicion y de multiplicacién por niimero y que no altera las ton-

gitudes de los vectores. Indiquemos esta aplicacién por %’. Luego,

si @ y a” son unos vectores de AL, los vectores a’%’ y a"%’ per-
tenecen a Bl y

(aa’+Pa") P’ = (@' W)+ B (@ %), (9)

(&', ") =(a’, a"). (10}

Definamos ahora una aplicacién 2 del espacio € del modo siguiente.

Sea x un vector cualquiera de £. Puesto que 2=\, el vector x
se puede representar univocamentie en la forma

x=x"+x" (e y x"eUl) (1
Tomemos, por definicion,
XU =x"P° - X", . 12)

La aplicacion U es lineal, ya que si
y=y'+y (e e yeUAt),
de (7), (9) v (11) resulta:
{0k + By) U = (ax” -+ By’') 7° + (ax” + By") #° = o (xU) + B (52).

La aplicacion U es unitaria, ya que debido a (8), (10} y (1!) se
tiene
(xU, xUy=(X"P°+X"W, P+ x"W)=
=(x"F?, KDY (XY, W)= (2", X))+ (¥ ") =(x, x).

Para todo x de € es vilida ta relacién
xAU = x5,

Efectivamente, v pertenece a 9; luego, el vector x" de la descom-
posicién (11} es ijgual a cero y, por consiguiente,

AU = x AP,

Teniendo en cuenta (6), esto da xAU=xB. De aqui resulta
CAU=3B y el lema queda demostrado,

TEOREMA | Toda aplicacidn lineal A de un espacio unitario \
admite una descomposicion polar

A = DU, (13)

donde D es una aplicacion siméirica no negativa y U es una aplicacion
unitaria del espacio ®. La aplicncion 8D se delermina univocamente, si

A es una aplicacion regular, la aplicacion U fambien se delermina
univocamenie.

15 %
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La aplicacidn A4* es, seglin el p. 19.6, simétrcia y no negativa.
Indiquemos por @& la raiz cuadrada simétrica no negativa de Z.4*
Es decir,

D= AA".
Tenemos cualquiera que sea el vector x
(xd, xod)=(x, xAA*) = (x, xD*) =(x%D, xD),

es decir, las aplicacidnes 4 y @ alteran igualmente las longitudes
de los vectores. Basdndonos en el lema, deducirmos de aqui que
exisie una aplicacién unitaria U tal que

DU = A.

Con esto queda demostrada la existencia de la descomj.aosicién polar,
Resta examinar su unicidad. De (13) resulta A*=U*D=U""D y
AA* = DUUED =4p* Por consiguiente, la aplicacién £ es no
negativa y simétrica y su cuadrado es igual a la aplicacién 4%
Seglin e] teorema 7 del p. 19.6, estas condiciones determinan uni-
vocamente la aplicaciéon . Si « es una aplicacion regular, también
£ es regular y de (13) resulia entonces que U= 4, es decir,
la aplicacién U también se defermina univocamente.

El significado geométrico del teorema 1 es muy senciilo. Indica
precisamente que la accion de toda aplicacion lineal del espacio 2
puede ser representada de la forma siguiente: primero el espacio £
se dilata en n direcciones reciprocamente ortogonales con un coefi-
ciente de dilatacién concreto, real y no negativo, en cada una de
las direcciones y después gira airededor del origen de coordenadas .
Si la aplicacion es regular, todos los coeficientes de dilataciéon son
estrictamente positivos. En el caso de una aplicacién singular algunos
de los coeficientes resultan iguales a cero y en lugar de la dilata-
cion en las direcciones correspondientes tiene lugar la proyeccion
del espacio.

Observemnos también que en la demostracién de la existencia de
la descomposiciéon polar nos hemos basado en el producto J.4%.
Si en lugar de él tomamos el producto .4*.4, obiendremos la des-
composicion de tipo

A =UD,,

donde U es unitaria y &), es una aplicacién simétrica no negativa.

Tomemos en el espacio £ un sistema ortonormal de coordenadas.
A las aplicaciones unitarias les corresponden entonces matrices uni-
tarias y a las aplicaciones simétricas les corresponden matrices
hermitianas y el teorema 1 se convierte en la proposicién siguiente:
toda matriz cuadrada puede ser representada en la forma de un pro-
ducto de una matriz hermitiana y otra unitaria.

1} Ei giro se entiende en el sentido de una aplicacidén unitaria.
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Suponiendo que el campo principal es el cuerpo de los niimeros
reales, obtenemos que foda matriz cuadrada real puede ser represen-
tada como el producio de una malfriz simétrica real y oira ortogonal
real.

En el teorema 1 se afirma que & es una aplicacion simétrica
no negativa. De acuerdo con esto en las dos altimas proposiciones
a las palabras hermitiana y siméirica se puede agregar: de valores
propios no negativos.

20.3. Aplicacién de Cayley. Comparando las propiedades de las
aplicaciones unitarias con las propiedades de las aplicaciones simé-
{ricas, podemos notar que ambas clases de aplicaciones estan ligadas
estrechamente. En forma explicita esta relacién queda expresada en
las asi llamadas férmulas de Cayley.

TEOREMA 2 (aplicacion de Cayley). Si & es una aplicacién simé-
trica de un espacio unitario complejo, las aplicaciones A L i son
invertibles; la aplicacion U definida mediante la férmula

U=(A—if) (A + i)™} (14)

es unitaria, no tiene valores propios iguales a la unidad y, ademds,
A se expresa mediante U por la férmula

A== i (U+ &) (U—&). (15)

Reciprocamente, si U es una aplicacion unitaria que no tiene valores
propios iguales a la wunidad, la aplicacion U—@& es inveriible, la
aplicacion A calculada mediante la formula (15) es simétrica y U se
expresa medianie A en la forma (14).

DEMOSTRACION. Sea £ una aplicacién simétrica de un espacio
unitario, Los niimeros Zz{ no pueden ser valores propios de la
aplicacion 4, ya que fodos los valores propios de las aplicaciones
simétricas son reales (p. 19.4). Esto significa que las aplicaciones
A & i§ son regulares. Puesio que las aplicaciones A+ if y A—if
conmutan, resulta que ellas coninutan también con las apﬁcaciones
(A+if)"' y (A—i&)"'. Para la aplicacion U definida mediante
la formula (14) existe la conjugada que es igual a

U=(A 4P H{A—IiEP =(A—i&) (A +iS).
Tenemos de aqui
UU* = (4 —i€) (A +i€) (A— i) (A +if) =
=(A—if) (A +i&) (L +iE)(A—if)' =4,
es decir, U es unitaria. Probemos que U—& es invertible. Para
ello restermos de ambos miembros de la igualdad (14) la aplicacion &

y multipliquemos los resultados por £ +if. Después de efectuar
transformaciones evidentes, tendremos

(U—&) (A +18) = -2if, (16)
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es decir,
(U—&) = — 5 (L +i6).

Por consiguiente, U no tiene valores propios iguales a fa unidad.
Ademas, de (16) resulta:

U= A =—2i— i (U—F)=—i (U+&),

A=— i (U E)(U—E).
Hemos demostrado la primera parte del teorema. La demostracién
de la reciproca es analoga totalmente a la demostracién realizada.
Las férmulas de Cayley establecen una correspondencia biyectiva
entre fodas las aplicaciones simétricas de un espacio unitario £ y
aquellas aplicaciones unitarias 9 del mismo para los cuales | no es
valor propio. Andlogamente, las férmulas
U=(i&+ L) (i€ — )2, (14)
A=i{(U—&) U+&) (15")
ofrecen una correspondencia biyectiva entre las aplicaciones simét-
ricas del espacio £ y aquellas aplicaciones unitarias % para las
cuales —1 no es valor propio.
Las aplicaciones (14) y (15), asi como las aplicaciones (14)
y (15°), son posibles gracias a que en el campo principal exisle el
namero {. Si el campo principal es real, las férmulas indicadas no
son validas. Sin embargo, es ficil modificar estas formulas de ma-
nera que sean validas para cualquier campo. Tiene lugar el tecrema
siguiente:
TEOREMA 3. Sea o una aplicacion antisimétrica de un espacio
unitario . Enfonces las aplicaciones A 4= & son inveriibles, la apli-

es decir,

cacidn
U=(A—E) A+ a7
es unitaria, no tiene valores propios iguales a la unidad y, ademas,
A=— AU+ &) (U—&)". (18)

Reciprocamente, si U es una aplicacion unitaria y la unidad no es
valor propio de la misma, la aplicacion A definida mediante la fér-
mula (18) es antisimétrica y U se expresa mediante A en la forma (17).

En efecto, sl 4 es antisimétrica, los nimeros =41 no pueden
ser sus valores propios, ya que todos los valores propios de las
aplicaciones antisimétricas o bien son iguales a cero o bien son
ima%inarios puros (p. 19.5). Por esto las aplicaciones « = & son
regulares, Puesto que (A -+&) (A —&)=(A—&)(A+&) lenemos

A=A+ E)V ' =L+ &) (L —&). De (17) resulta
U= (A"+E) " (A& =(— A+ &) (— A~} =
=(‘4_£}_1(°¢+€)!

]
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de donde
UU* = (A —E)NA+E) {(A—E) (A +E)=6,

es decir, la aplicacién U es unitaria, Los razonamientos ulieriores
son totalmenie analogos a los realizados en la demosiracion del
teorema 2 y, por ello, Jos omitimos.

Para concluir, observemos que los resultados de los dltimos pa-
ragrafos descubren cierta semejanza entre las propiedades de las
aplicaciones lineales de los espacios unitarios y las propiedades de
los nimeros complejos. Convengamos en aceplar que las aplicaciones
lineales son, en cierto sentido, andlogas a los nimeros complejos y
que las aplicaciones conjugadas son andlogas a los nimeros conju-
gados. Entonces las aplicaciones simétricas, que se caracterizan por
la condicién A* =, serdn analogas a los nimeros complejos que

satisfacen la relacion z=2, es decir, a los numeros reales; las
aplicaciones antisimétricas, que se caracterizan por la condicion
A* =4, seran analogas a los niimeros complejos que satisfacen a

la relacion z=— 2z, es decir, a los niimeros imaginarios puros; las
aplicaciones unitarias con la propiedad UU*=¢& serdn analogas a
los numeros complejos z para los cuales zz=1, es decir, }z|=1.
La descomposicion 4 =5B-+i€ del punio 20.1 corresponderd a la
representacion de un numero complejo 2z en la forma carlesiana
z=x-+iy y la descomposicion polar £ =& correspondera a la
representacion de un niimero complejo en la forma trigonométrica
z=p(cosp-isene), etc.

20.4, Descompasicidn especiral, Desde el punto de vista geoméirico upo de
los tipes mas sencillos de las aplicaciones lineates es la proyeccién de los vec-
tores sobre un subespacio. Algunas de las propiedades de estas aplicaciones
proyectivas serdn ahora consideradas.

Sea 9 un subespacio lineal de un espacio unitario £. El conjunto de vec-
tores ortogonales a 9 es el subespacio orfogonal U+ y £ es la suma directa de A

y AL, Luego, todo vector a de € puede ser representado univocamente en la
forma

a=a'+a (a'€A y ac¥i). (19
Ei veclor @' se llama proyeccion del vector a sobre e! subespacio . Poniendo
en correspondencia a todo vector su proyeccién sobre U, obtencmios una aplica-
ci6n del espaclo £ que se Mama progectiva y se indica por 7, . Es decir, se
toma por definicidn
aPy=2a’.

A veces, para abreviar la notacién, omitiremos el indice U y en lugar de Py
escribiremos 7P,

Las aplicaciones proyectivas son lineales, ya que si para un veclor a tiene
lugar la descomposicién (19) y para otro vector b la descomposicién

b=b'+b" (b'EU y bEUL),
aa-Bb =(aa’+pb’) 4 (aa” 4 %),

resulta
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es decir, (wa--fib) (P=waa’4pb’, de donde
(@a+ Pb) P=a-aP+Bp-bP.

Las aplicaciones proyectivas son aplicaciones siméiricas na negafivas. Efecti-
vamente, de la descomposicidn (19) tenemos

(@afP, a)=(a", a’4-a"y=(a', a’) =0,
es decir, 4P es no negativa. Por ofra parte, si
b=b'4b" (PEA y b EAL),
{enemos
8P, ) =(a', ') =(a', b)=(a'+a", b')={a, bP),
es decir; la aplicacién P es simétrica,

De la férmula (19) se desprende también otra propiedad imporlante de las
aplicaciones proyectives, Es evidente que para cualquier a tenemos

dﬁ”: a.’._(}3=a’ = ﬂ‘?,
Fr=2P. 20)

Las aplicaciones que coinciden con su cuadrado se llaman {dempotentes. Por
can?[gulente. de (20) resulta que fodas las aplicaciones proyectivas son idempo-
fenies.

Reciprocamente, las propiedades de simetria y de idempotencia caracterizan
plenamente las aplicaciones proyeclivas: foda aplicacidn simétrica idempotente 7P
es la proyeccidn sobre el dominio de valores de ‘:?

Sea Y[ el dominio de valores de /P, Para todo a es vilida la descomposicion

a=a:P+a(f—P) (1)

El sumando /7 pertenece, por definicién, a . El segundo sumando es orto-
Sonal a U, ya que todo vector de ¥ es de la forma x7P, donde x es un vector
e £, y debido a que la aplicacion P es simétrica e idempotente lenemos

=P, a (E—Ph=(x, a(§—P) P)={x alp—aP)=0.

Por lo tanto, la descompasicidn {21) muesira que afP es la proyeccién del
vector a sobre U que es lo que se queria demostrar.
Hallemos la forma més sencilla de la matriz de una aplicacién proyectiva

JP - Tomemos en 9 y en UL unas bases ortonormales e, ..., €, ¥ €mars - or €5e
E?l %St';—ma iunidI% edl. ceey Bmy €41y +eer €y S€rd una base ortonormal del espa-
clo . Las igualdades

g P=¢ y e P=0 (j=1, ..., m oa=m+l, ..., n)
muestran que la matriz de la aplicacién Py en esta base es de la forma

de donde

p= ¢ i (22)
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Reciprocamente, si_en un sistema ortonormal de coordenadas Ja matriz de una
aplieacion lineal P se reduce a la forma (22), es evidente que SP es una apli-
cacién proyectiva.

Sean P y Q las operaciones de proyeccion de un espacio § sobre unos
subespacios” 9 L. Surge la pregunta: ¢como la posicién de los subespacios
A y B en € influye en las propiedades de las aplicaciones P y Q? Por ejemplo,
¢qué puede decirse sobre [P y @, si 9 y 9 son ortogonales ¢ si A perlenece
a B, ele.? Para responder a estas preguntas introduciremos, ante todo, la defi-
nicién siguiente: dos aplicaciones proyectivas ,'f?’ y Q se llaman orlogonales, si
JPQ=@. Puesto que las aplicaciones proyectivas son siméiricas, tenemos de aqui

QP =Q"P* =(7Q)* =0.

es decir, sl P es ortogenal a @, Q es orlogonal a (.

Para que unas aplicaciones proyectivas y Q sean orlogonales es necesarto
y suficiente que sean orlogonales los subespacios correspondientes 9 y B.

Sea PQ=@; entonces para aEA y EW tenemas

(a, B) ={(a P, bQ)==(a,57Q, b)=0,

es decir, 9 es ortogonal a ¥. Reciprocamente, si U es orfogonal a B, tenemos
para cualquier vector x de {

SPEU X (PQ=(P)Q=0 y Q=6
que es lo que se gueria demostrar.

Para el estudic detallado de las propiedades de las aplicaciones lineales
suelen emplearse las reprecentaciones matriciales de las mismas. Pero si la re-
presentacion matricial es, por cualquier razén, incémoda, se irata de expresar la
aplicacién lineal dada megiante aplicacionas de caracter més simple. En el caso
de las aplicaciones normales, para estas aplicaciones elementales se pueden
tomar las splicaciones proyectivas.

Una descomposicidn de fpo

A= P+ Pyt . .0 P, (23)
s¢ llama descormposicion espectral de la aplicacién A, si
a) los ndmeros @y, ..., ¢ty son diferenfes;

b) Pi=Pi#6 (=1,2 ..., s
c) Pi=F (i=1.2, ..., sk
d) PpPr=6 ki k=12 ..., 5);
e) P14+ Pt oo+ P=&-

Las condiciones b), ¢} y d) signilican que /7, ..., SPs son aplicaciones
proyectivas reciprocawmente ortogonales.

Estd claro que sdlo las aplicaciones normales admiten la descomposicion  es-
peciral. Electivamente, de (23) se deduce:

A =y P+ Pt - Fag Py,
A = (X oy P T Pa) = 2 a0y Py = A" .

Reciprocamente, foda aplicacién normal de un espacio wunitario complejn
admite una descomposicidn especiral.

Sea 4 una aplicacién normal de un espacio unitario complejo ¢. Hemos
visto que en ¥ existe una base ortonormal e}, e,, ..., e, formada par los vee-
fores propios de la aplicacién 4. Ordenemios estos vectores de manera que
aquellos que corresponden a valores propios iguales se encuentren al lado, Su-
pongames, por ejemplo, que ey, ..., €,, corresponden al valor propio a,, que
&4 1r oo €y corresponden al valer propio g, ete. Indiquemos por £ el
subespacio tendido sobre los vectores eém,_,+1, ..., em, correspondientes al
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valor propie e; (i=1, 2, ..., s). Puesto que todos ios vectores coordenados
de £; son vectores propios correspondientes a un mismo valor propic a todos
los vectores de {; serdn vectores propios con valores propios iguales a ;. Te-
nemos

L=+ &+...+ 8, (24)
donde los subespacios £,, ..., £; son reciprocamente ortogonales. Indiquemos
por d?; la aplicacién de proyeccion sobre el subespacio £;. Pero la ortogona-
lidad” de los subespacios ®; implica la ortogonalidad de las correspondientes
aplicaciones proyectivas. Ademds, de la igualdad (24) se deduce que Py + P, +
4.+ Ps=20P, donde (P es la proyeccion sobre R Como la proyeccibn
sobre R '8s’la aplicacién idéntica, tenemos

E=P1+ Pt .+ Ps (25)

Vemos, por consiguiente, gue las aplicaciones [Py, ..., P poseen las propie:
dades de b) a e). Probemos finalmente que

A=) Pr+ta P+ - 2 Ps
Sea @ un vector cualquiera de £, De la igualdad (25) resulta
a=0P+aPy+ ... +aPs. (26)
El vector a P; pertenece a ¥; y todos los vectores de £; son vectores propigs

correspondientes al valor propio @y por elio afPd=ua; a7, Multiplicando
(26) por ., obtenemos

ad=aaPi1+ ... +aaPs=a P+ .. +a:Ps)
de dgpde A=y P+ ... +a;Ps que es lo que se queria demosirar,
i

A=y l+%‘§)ﬁ+-'<+c‘t§£ 27)

es una descomposicién espectral de una aplicacidn A, entonces @4, ..., &g €5 él
conjunto de fodos fos valores propios de esta aplicacidn.

En efecto, cualquier aplicacion (P, es, por hipétesis, diferente de la apli-
cacién (3. Por consiguiente, existe un vector @ lal que aP; # o. Pero como
las aplicaciones /P,, ..., Ps son ortogonales, obtenemos entonces

aPrA=0,0/ PP+ 0a PPyt . 0Py P =07y,

es cecir, 0P es un vector propio correspondiente al vilor propio oy
Reciprocamente, sea a un vector propio no nulo de la aplicacién . corres-
pondiente al valor propio . De la propiedad e) se deduce que

=aP+aPy+ ...+ 0P (28)
l.a condicion (27} da:
afd=ea P+ 8Py + ... + a0 Ps.
Puesto que auf = pa, tenemos
a2 Py+ . aa Py =palP 4 ...+ BaPs.

Multiplicando esta relacién por fP; y empleando las propiedages ¢) y d} en-
contramos

e Pr=paP; y {(g;—B)aPi=uv (=1, ..., )
El vector a es diferente de cero y por ello al menos un sumando ¢P; de (28)

es también diferente de cero. Pero de fa igualdad {a;—§)aP;=0 Tresulta en-
tonces P=c; que es lo que se queria demostrar,



§ 20. Descomposicion de aplicaciones generales 251

oo Py es una descomposicién especiral de una aplica-
Bo+Pih+4. . +PBnr™ es un polinomio cualquiera, se fiene

HAy=f (o) P14 ...+ [ {a;) FPs. {29y
Tenemos

€=.?1+ o .—+—‘?,.
lﬁma'h?l 4. e Py,
A= D01 Py Doy Py = 3 0oy P Pr = b Py + .. AL Py,

Si JI‘=C¢:.£?1+
cion J v si F(h)=

A= o Py Py Py = @ g P Py = & Py ..+l P
Muitiplicando estas igualdades por los niimeros fiy, Bys .., Brn. respectiva-
meng:‘}, y suméndolas obtenemos la relacién requerida.

A= P+ Pyt ...+ 0P
es una descomposicion especiral de una aplicacion A, se tiene
9_ =(04"_Ql§;l R (l/t_“mx'— Ié’) ((/a_'a.{-(- uﬁ” .- [v‘l—g-aﬁ}
: (o —ay) o (o= ) (B — g ) ... (o —etg) ’
En efecto, consideremnos el polinomio

(h—oty) . (A—oig) (A=) . (A—aty)
A= .
L T e e s G e
De acuerdo con (29) ienemos

Pi (A) = @; {ot1) Py +9r (e) Pat .o 4 o) P

Pero g (a)=0 (i # [} y @/ (x}=1; por consiguiente, @; () = /P;.

La oliima pr(zl;dad signilica que foda aplicacién normal dé un espacio uni-
tario admile una composicién especiral, y sélo una.

Efectivamente, ya liemos demostrado Ia existencia de la descomposicion y
por ello s6lo se trata de demostrar su unicidad. Los coeficientes @y, ..., o, de
Ia descomposicién espectral son los valores pmf)ios de la aplicacion 4 vy, por
consiguiente, se determinan univocamente por la aplicacién 4. Pero si conoce-
mos estos coeficientes, conocemnos al mismo tiempo los polinomios ¢, (A) ¥, por
lo tanto, conocemos las aplicaciones proyectivas /P; que es lo que se queria
demostrar,

Indiguemos algunas ofras propiedades de las descomposiciones espectrales.
El conjunto de los cocficientes oy, ..., ¢, de la descomposicidn especiral se
denomina especfro de la misma. Se llama espectro de una aplicacion lincal e
espectro de su descomposicién espectral. Hemos demosirado anteriormenie que
el espectro de una aplicacién normal coincide con el conjunto de sus valores

ropios.

E 1JF‘am que una aplicacidn normal sea siméfrica, respectivamente antisiméirica
o unitaria, es necesario y suficienle que su espectro sea real, respeciivamente ima-
ginario puro o formado por ndmeros de modulo unidad.

Sea A=, P+ Pat ...+, la descomposicidn espectral de la
aplicacién 4. Tenemos entonces que 4* =, P+ Py ... +a/7; es la
descomposicitn espectral de Ja aplicacién conjugada. Puesto que toda aplicacion
normal admite sélo una descomposicién espectral, resulta que la condicidn
A=A* equivale a las igualdades o;—a; (i=1, ..., 5), es decir, equivale a
gue el espectro sea real. Hemos demostrade la primera afirmacién. Las otras

os se demuestran andlogamente,
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Ejemplos y problemas

). Descompdngase en parle siméirica y antisimétrica las matrices

270 Q10 —1 2 -2
622, |400] vy 4—2—4.
205 009 a 4 2

y hillense las descomposiciones polares de las mismas.

2. Sea { un espacio euclideo de dos dimensiones y sea . una aplicacion
lineal del mismo gue tlene dos vectores propios unitarics no ortogonales a; y
a, correspondientes a los valores propios o, y o, (&, # a,). Hillese la descom-
posicion polar de Ya aplicacién 4, si (g, a;)=rcos @, donde ¢ es un valor dado.

3. Indiquese el enunciado matricial de la aplicaciéon de Cayley (teoremas
2y 3.

4. Demuéstrese que toda matriz orlogonal U/ de orden tres, que no contiene
la unidad entre sus wvalores propios, es de la ferma

et AN o250 i3]
e T T —_— of — -— ‘
TR FFFT [2(=fay)  2(—y+oh)  —abtBiyi—

5. Las matrices cuadradas complejas de orden n forman, respecto a las
uperaciones de adicion y de multiplicacién por niimero, un espacio lineal £ de
dimensién n®. Las malrices E;y, en la i-ésima fila y j-ésima columna de las
cuales aparece la wnidad, mientras gue en las deméds posiciones aparece el cero,
constituyen una base del espacio 8. Hagamos ¢l espacic £ unitario, aceptando

ue las matrices E;; ofrecen una base ortonormal en & es decir, aceptando que
el producto escalar de des matrices 4 y B se calcula mediante la férmula
(A, B)= ¥ a;Bi donde a;; son los elementos de la matriz A y §;; son los
elementos de la matriz 8. La multiplicacién de todas las malrices de £ por
una matriz cualquiera X a la derecha ofrece una aplicacién lineal del espacio £
Demuéstrese que: _

a) las matrices unitarias tienen en £ la longitud igual a Vi

b) las multiplicaciones por matrices conjugadas transpuestas X y X’ origi-
nan en aplicaclones conjugadas;

¢) la multiplicacién de las matrices de € por una matriz unitaria origina
en @ una aplicacién unitaria:

d) la multiplicacidn por una matriz hermitiana orlgina en € una aplicacién
simétrica, mieniras que la multiplicacién por una matriz hermitiana antisimé.
trica origina una aplicacién antisimétrica.

6. Demuéstrese que !a suma de dos aplicaciones proyectivas /Py y Py es
una aplicacior proyectiva cuando, y sélo cuando, Py Pn=0G. Ademis, en esle
case Py + Pp=Fusn

7. E] producte de dos aplicaciones proyectivas Py, y fPn es una aplica-
cién proyectiva cuando, y sélo cuando, [Py ¥y Py conmutan. Ademis, en este
caso Py Py = Pupns

8. Un subespacio 9 vsta contenido en otro B cuando, y sélo cuando, [Py Py=
=|?Il'

9. Demuéstrese la térmula P | =& — P,.

10. Un subespacio Y es invariante respecto a uma aplicaclén arbitraria 4
cuando, y sélo cuando, la correspondiente aplicacidn proyectiva (P =P, veri-
fica la relacién [P AP = PA.
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11. Si las aplicaciones A y 3B con las descomposiciones espectrales f =
PrQe conmutan, toda ap!lcacson JP; es conmutable con

cualquier aplycaclén
12. Si una aphcac:én normal Acanmuta con cualqmer aplicacidn linea! 33,

la aplicacidn 4 conmuta también con

13. Toda aplicacion unitaria % de un espacio unitaric complejo puede ser

representada en la forma ’J{_:e""’f. donde £ es una aplicacién simélrica. Reci-

procamente, la aplicacidn s"‘zes upitaria cualquiera que sea la aplicacion si-
métrica 4



Capitulo VI Formas bilineales
y cuadraticas

Se supone que todos los espacios que aparecen en este capitulo
son espacios sobre un cuerpo conmuta.ivo (pero no sobre un cuerpo
cualquiera).

§ 21. Formas bilineales

21.1. Transformacion de formas. Un polinomio F (8) en las varia-

bles E,, ..., §, con coeficientes de un cuerpo conmutative K se
llama forma de grado p-ésimo sobre K en E,, ..., E,, si todos los
términos de F son de un mismo grado p respecto al conjunto de
las variables. Se llaman lineales las formas de primer grado, cua-
drdticas las de segundo grado, citbicas las de tercer grado, etc.

Los problemas principales de la teoria de las formas son el pro-
blema del estudio de las leyes de variacion de los coeficientes de
las formas en las transformaciones lineales de las variables y el
problema de la bisqueda de los tipos elementales a los que pueden
ser reducidas las formas mediante estas transformaciones. '

A veces, en lugar de una forma se considera un par de formas
en las mismas variables y se plantea el problema de determinar una
transformacion de las variables en la que ambas formas tomen la
forma mas sencilla posible. Este es el problema de un par de for-
mas. Se pueden plantear problemas sobre ternas de formas, etc.

Al final de este capitulo daremos la interpretacion geométrica
del problema de transformacion de formas, mientras que primero
consideraremmos el problema desde el punto de vista algebraico y
daremos su solucién para el caso de formas cuadraticas.

Escribiremos las formulas que relacionan las variables &, ..., &,
con las variables nuevas &;, ..., § en la forma
5J=E;TU+§;TU+'"_+§-:=TNI (i=1, 2, ..., n) {1

de acuerdo con el punto 5.1.
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Supondremos siempre que la mafriz T=||1;/lf es invertible asi
que las relaciones (1) permiten siempre expresar las variables nue-
vas en términos de las antigifas. La matriz T se llama matriz de
fransformacién de las variables E, en las variables &

En general, las formas dadas suelen transformarse paulatinamente:
primero se introducen unas variables nuevas mediante las férmu-
las (1), después mediante férmulas andlogas se introducen en lugar
de E; unas variables &}, etc. Sea T=7, la matriz de la transfor-
macién de las variables § en las variables E’, sea T, la matriz de
la transiormacién de £’ en §", etc. Iniroduciendo en las férmulas (1)
en lugar de &) sus expresiones en términos de &}, expresaremos las
variables §; finealmente en términos de Ej. Los calculos directos
muestran que la matriz de la transformacién de § en & es 7,T,
(comparese con el p, 5.1). Aplicando este resultado varias veces,
llegamos a la conclusién siguiente: si a la {ransformacion de las
variables § en las variables ' le corresponde la matriz T,, si a la
transformacion de &' en t" le corresponde la matriz T,, etc., enton-
ces a la transformacién resultante de las variables E en las variables
E™ le corresponde la matriz igual al producto T,Tpey ... T.T, de
las matrices de las transformaciones intermedias.

Supongamos, por ejemplo, que debemos reducir a la forma ele-
mental 12 forma cuadrética

F_-_"gg +E;_2§1§9-2E1E! + 1(}%!&&'

Tenemos
F= (EI _gl _Ea)’ “'E: + Sgsgr

Introduciendo las variables nuevas

Ei=§1_gs_§sp §;=§. y E;=€so

obtenemos
Fr=f— 50+ 8EE, = & — (B, —48))" + 16F;%
La transiormacién
=% E=E—4 vy §=4§
reduce la forma F a la forma elemental
Fr=Er =+

Segiin la regla expuesta, la matriz de la transformacién de E” en & es

100 1 00 1 00
-110 0 10)=]—1 10].
—101 0 —4 4 -1 -—44
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Como segundo ejemplo consideremos el problema general de trans-
formacién de un sistema arbitrario de m formas Jineales

fi=80y 4 &0+ . .. By, ]
fn=513m+§gam+ LR _i_gnaﬂm
en n variables. La matriz A=|fa;||, que para ms%n resulta rec-
tangular, se llama matriz de esté sistema. Introduciendo en las
formas dadas en lugar de las variables §; sus expresiones en térmi-
nos de §; definidas por (1), obtenemos un sistema de m formas
lineales en las variables nuevas &;. El célculo directo muestra que

fa matriz A, del sistema nuevo estd ligada a la matriz 4 del si-
stema antiguo mediante la relacién

A, =TA,
es decir, al pasar a lus variables nuevas la matriz de un sistema de
formas lineales se multiplica a la izquierda por la matriz de la trans-
formacion.

Para reducir el sistema (2) a la forma elemental escojamos entre
las formas f,, ..., fo &, ..., E, las 2 primeras linealmente inde-
pendientes. Sean éstas las formas Fiin sicvs fron Blang s wosy Ebi B8
evidente que el nimero r es igual al rango de la matriz A. Pode-
mos introducir en lugar de E,, ..., E, unas variables &; tomando

=P @) -ooo =i ), Blpu,=8rerr ---, Bi=Ly,

y después de ello el sistema dado (2) tomara la forma elemental

requerida
Elv LR g;v af;+lv LY ] f:ﬂ,

donde f7,,, ..., fn, son unas formas lineales en &j, ..., E,. En
particular, si todas las formas iniciales eran linealmente indepen-
dientes, la transformacion de variables sefialada las reducird a la
forma canénica fi=28, ..., fn=2E".

@

21.2. Equivalencia de formas bilineales. Frecuentemente en ju-
gar de los polinomios en un sistema de variables §,, ..., &, se con-
sideran los polinomios en dos sistemas de variables, por ejemplo,
E, -~ En ¥ Myu --., M, asi como los polinomios en varios sistemas
de variables. Un polinomio en varios sistemas de variables se ilama
forma si es homogéneo respecto a cada uno de los sistemas de va-
riables por separado. Son de un interés especial las formas lineales
respecto a cada uno de los sistemas de variables. Estas formas se
llaman bilineales, si hay dos sislemas de variables, trilineales, si
hay tres sistemas, y polineales en el caso general.

El nimero de variables de cada uno de los sistemas puede ser
distinto. El problema de iransiormacién de formas de varios siste-
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mas de variables puede plantearse en diferentes aspectos, ya que
se puede someter a una transformacion lineal cada uno de los siste-
mas de variables independientemente de las fransiormaciones de los
restantes sisfemas y se puede también realizar con cada uno de
estos sistemas transformaciones que estén ligadas entre si de algin
modo.

Se llaman eguivalentes las formas que pueden ser reducidas una
a otra mediante una seleccién independiente de transformaciones
lineales de las variables. En cambio, se dice que las formas son
congruentes, si todos los sistemas de variables contienen un mismo
nimero de variables y las formas de estos sistemas pueden ser re-
ducidas una a otra mediante transformaciones lineales—de una misma
matriz—de cada uno de los sistemas. Esta claro que las formas con-
gruentes son siempre equivalentes, La reciproca, por supuesio, no
tiene fugar en el caso general. Es facil dar ejemplos de formas
equivalentes que no son congruentes limitandose incluso al caso de
formas bilineales. En este punio consideraremos el problema ele-
mental de equivalencia de formas bilineales y en el punto siguiente
examinaremos el problema sobre la congruencia de formas bilineales
simétricas.

Una forma bilineal en dos sistemas de variables &, ..., &, ¥
My -.sy M, es de la forma

F“Z“ZUEN; (i, i= L, 2, ..., n)

La matriz A=|| e;|| formada por los coeficientes de la forma se
llama mairiz de la forma y el rango de la matriz A se llama rango
de la forma.

Introduciendo las matrices de una fila

leglr ey En] e Y=[.ril.| ey 'ﬂn}.
podemos representar la forma F de modo siguiente
F=XAY'. 3

Supongamos ahora que debemos pasar de las variables £ y n a
unas variables nuevas £’ y %’ ligadas a las antiguas mediante las
formulas

=28ty ¥ M= X M0y
o empleando la notacién matricial

X=X,T ¢ Y=Y,8, (4
donde T=||t,|l, S=|loy,l v
Xy=0E, ..., 8] e Y=, ..., ml

Infroduciendo en (3) las expresiones (4) para X e Y, obienemos
F=X,TASY,=X,AY,,

donde A, es la matriz de la forma transformada.

171843
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Por consiguiente, si en una forma bilineal de matriz A se realiza
una transformacién de matriz T del primer sistema de variables y
una transiormacion de matriz § del segundo sistema de variables,
se obtiene una forma bilineal de matriz

A, =TAS". (5}

Hemos explicado ya que las formas bilineales que se obtienen
una de otra mediante transformaciones lineales de [as variables se
llaman equivalentes. Por otra parte, segiin el p.13.4 unas matrices
Ay A, se llaman equivalentes sobre un cuerpo conmutativo K, si
existen unas matrices regulares P y Q formadas por elementos de
K tales que A, =PAQ. Comparando con la férmula (5), vemos que
para la equivalencia de unas formas bilineales sobre un cuerpo con-
mutativo arbifrario K es necesario y suficiente que sus matrices sean
eguivalentes.

Segiin el p. 13.4, todas las matrices cuadradas de un orden dado
n y de un rango dado r son equivalentes entre si sobre el cuerpo
conmutative K y son equivalentes a una matriz de tipo £,-4-0,_,,
donde E, es la matriz unidad de orden r y O,., es la matriz nula
de orden n—r. Aplicando esto a las formas bilineales obtenemos el
siguiente resultado que resuelve totalmente el problema de equiva-
lencia de las formas bilineales:

Para la equivalencia de unas formas bilineales sobre un cuerpo
conmutativo arbitrario es necesario y suficiente que coincidan los dr-
denes y los rangos respectivos de las matrices de estas formas.

Las formas de determinante diferente de cero se llaman regulares
fl las demés se ltaman singulares. El resultado obtenido acerca de
a equivalencia de formas significa que todas las formas bilineales
regulares en sistemas de n variables son equivalentes a la forma

Eﬂ'l;-l*ﬁ:"l:'f* Lo + Enn;n
?ientras que todas las formas singulares son equivalentes a formas
e tipo
%ln1+§gng+"'+§rnr (,"=0. 1, 2, ..., n—l)l

donde r es el rango de la forma.

Si el campo principal es el cuerpo de los niimeros complejos,
suelen considerarse, ademés de las formas bilineales corrientes, las
formas de Hermite, es decir, las formas de tipo

F=E°=U5iﬁp
donde la raya superior significa que se pasa a los valores conjuga-

dos. La notaciébn matricial de una forma bilineal hermitiana de
matriz A= ||a;,| es

F=XAY',
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y la matriz A, de la forma hermitiana nueva que resulta de F al
realizar la transformacién (4) de las variables es igual a

A, =TAS'. (6)

De aqui obtenemos, al igual que antes, que fodas las formas
bilineales hermitianas en sistemas de n variables son equivalentes a la
forma

g+ B+ 6,
donde r es el rango de la forma dada.

21.3. Congruencia de formas bilineales simétricas. Hemos sefa-

lado anteriormente que las formas bilineales en dos sistemas com-
puestos por un mismo ndmero de variables se llaman congruentes
si se obtienen una de otra mediante transformaciones lineales de
matrices idénticas de ambos sistemas.

Tomande S=T en la férmula (5), legamos a la conclusién de
que al somefer ambos sisfemas de variables de una forma bilineal de
matriz A a una transformacion lineal de matriz T, la matriz de la
forma nueva serd

A, =TAT", (7)

Unas matrices A y A, se Ilaman congruentes, si estin ligadas
por una relacidon de tipo (7), donde T es una matriz regular ade-
cuada. Por consiguiente, las formas bilineales son congruentes si, y
s6lo si, son congruentes sus matrices,

Una forma bilineal cuya matriz es simétrica o antisimétrica
también se llama simétrica o antisimétrica, respectivamente.

Si una forma bilineal dada es simétrica o antisiméirica, la misma
propiedad tendrdn todas las formas congruentes.

Efectivamente si A’=4- 4, de (7) resulta

Aj= 2 TAT =4 A,.
Considerando analogamente las formas bilineales hermitianes, ob-
tenemos de (6) que la matriz A, de la forma hermitiana nueva que

resulta al aplicar a la forma de matriz 4 una transformacién lineal
de matriz T de ambos sistemas de variables es igual a

A =TAT". (8)

Unas matrices A y A, se llaman hermifianas congruentes, si

estan ligadas por la relacién (8) mediante una matriz regular 7.

Por lo tanto, la congruencia de las formas hermitianas equivale a
la congruencia de hermitiana sus matrices.

Una forma hermitiana se llama simétrica si su matriz es hermi-

tiana simétrica, es decir, si A’=A. De (8) se desprende directa-

mente que si una forma hermitiana dada es siméfrica, todas las
formas congruenies de la misma son también simétricas.

)7
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Puesto que la congruencia de matrices implica la equivalencia
de las mismas, para la congruencia de unas formas es necesario que
coincidan sus rangos. Sin embargo, esta condicidn no es suficiente.
Las condiciones suficientes en el caso mas general serin examinadas
en el p. 23.3; ahora daremos estas condiciones para los casos més
importantes solamente,

Sea, anie todo, K el cuerpo de los nimeros reales y sea A una
matriz simétrica, Existe entonces, de acuerdo con el p. 19.4, una
mafriz unitaria real U tal que la matriz A,=UAU"! lendra la
forma diagonal, Pero si U es unitaria, tenemos UT’ = E, de donde,
debido a que las matrices son reales, se deduce que U-'=U", es
decir, A,=UAU’. Por consiguiente, A es congruente de una matriz
diagonal A,. Luego, hemos demosirado el teorema siguiente:

TEOREMA 1. Toda forma bilineal siméirica real puede ser reducida,
mediante una adecuada fransformacion unitaria real de las variables,
a la forma

alglﬂl+a£§$ﬂ2+ ! +ar§rnn (9)

donde r es el rango de la forma y ay, ..., a, Son los ndmeros
caracteristicos diferentes de cero de la malriz de la forma. En par-
ticular, para la equivalencia unitaria de unas formas bilineales
simétricas reales es necesario y suficiente que coincidan los polinomios
caracteristicos de las matrices de las formas. :

Este teorema de mas de lo que pretendiamos obtener, Significa
que la reduccién a la forma diagonal se puede alcanzar mediante
una transformacién unitaria real de las variables. Si 1o es necesario
que la transformacion de las variables sea unitaria, podemos conti-
nuar la reduccion a la forma elemental. Es decir, supongamos que
hemos reducido ya la forma al tipo diagonal (9). Cambiemos ahora
la numeracién de las variables de manera que primero aparezcan
los términos de coeficientes positives y después Jos de coeficientes
negativos. Supongamos, por ejemplo, que «,, ..., @, son positivos
¥ que &,.,, ..., @ son negativos, Tomando entonces

B=Veat, wm=Vaw (=1,..,9,
B=V—ab, m=V—an (=stl, ..., ),
podemnos reducir la forma dada a la forma
gk Eme=E e — . — 0 (10)
La diferencia
o=s5—(r—s)=25—r

se llama signatura de la forma (10). Es evidente que la forma (10)
se determina totalmente por su rango y su signatura, ya que

s=%(o+r). El hecho de que Ia signatura no depende de cémo se
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reduce fa forma dada a la forma (i0) y, por consiguiente, se deter-
mina univocamente por la forma inicial, constituye el contenido de
la asi Qléaamada ley de inercia que sera examinada detalladamente en
el p. 22.3.

Para las formas simétricas hermitianas la situacién es {otalmente
analoga. Sea F una forma hermitiana de matriz hermitiana simé-
trica A. De acuerdo con el teorema 4a (p.19.4), existe una matriz
unitaria U tal que la matriz 4, = U AU serd diagonal real. Como
U es unitaria, fenemos U-'=U’, de donde A,={UAU’. Hemos
demostrado, pues, el siguienie teorema:

TEOREMA 2. Toda forma bilineal hermitiana simétrica puede ser
reducida, mediante una transformacion unitaria de las variables, a la
forma diagonal

“lgl?h +a!g!-ﬁt+ eoot U-,-E,._'FI,

con coeficientes reales. Los valores a,, ..., @, son las raices diferentes
de cero del polinomio caracteristico de la matriz de la forma y por
ello para la congruencia unitaria de las formas hermitianas simétricas
es necesario y Suficiente que coincidan los polinomios caracteristicos
de estas formas.

Si en lugar de la congruencia unitaria se considera la congruencia
respecto a transformaciones lineales arbitrarias, el proceso de reduc-
cion de una forma puede ser continuado como ha sido sefialado
anteriormente y asi obtendremos una forma de tipo

§1F|1.+ . --+Esﬁs'_‘§s+1_'-]s+1_' B _grﬁr' {l])
Toda forma hermitiana simétrica puede ser reducida, por consiguien-
te, a una de estas n--1 formas (r=0, 1, ..., n). Otra vez la

no congruencia de las formas (11) para diferentes valores de s se
desprende de la ley de inercia mencionada anteriormente.

Ejemplos y problemas

1. Demuéstrese que el sistema de formas lineales en &y, Eqy &3 ¥ Eg
Eit8e Bat o EBatE ¥y Bt

es equivalente al sistema

EitBetia Botetba Bi+E+E v 248

y no es equivalente al sistema

E—~ftly Eotfi—E Ttd ¥ 2+t

2. Demuéstrese gue un sistema de formas lineales
fi=BitEottgit - 2w G=1 ..oom) (12)
es equivalente a otro sistema

gr=8Pu+ BByt BBy (=1, ..o m) (13
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cuando, y séle cuando, el sistema de vectores
ay=[eyy Bgfs +-rv Fpil (=1, ..., m) {14)
del espaclo lineal de los vectores filas puede ser convertide, mediante una
adecuada transformacion lineal regular de este espaclo, en el sistema de vectores
by=1B1s Barr ..os Buil (=1, ..., m) (15

3. Demuéstrese que el sistema de formas lineales (12{ puede ser reducido,
mediante una transformacién unitfaria de las variables, en el sistema (13) cuando,
y sélo cuando, el sistema de vectores (14) del espacio unifario de filas puede
ser convertido, mediante una adecuada aplicacién unitaria de este espacic, en
el slstema de vectores (15).

4. Demuéstrese que para la equivalencia de formas bilineales en sistemas
que contienen diferente nimero de variables es necesario y suficiente que coin-
cidan las dimenslones (es decir, el namero de filas y el niimero de columnes)
y los rangos de las matrices de las formas. En particular, las formas bilineales

en dos sisiemas de variables §,, ..., el n > m) de rango r son
equivalentes a la forma Ev, +l...+g§%,.."'r - ¢ 4

§ 22. Formas cuadraticas

22.1. Congruencia. Segiin la definicién general, una forma cua-
drafica en las variables &, ..., E, es un polinomio homogéneo de

segundo grado en estas variables. Toda forma cuadratica en las
variables indicadas puede ser representada univocamente en la si-
guiente forma simétrica

FEY=DoEE, (o= (1)

La matriz A= ¢g; || se llama matriz de la forma cuadratica’y
la forma bilineal simétrica

FE m= 2 ar/‘s iy

en dos sistemas de variables, que tiene la misma matriz que’la
forma cuadrética, se llama forma polar de esta altima. ldentificando
en la forma polar el primero y el segundo sistemas de variables
obtenemos la forma cuadritica inicial. Asi se establece una co-
rrespondencia biyectiva entre las formas cuadrilicas y las formas
bilineales simétricas. Por ejemplo, si

F(E) = %?—E:-ﬁ- SEIEs_GEzEap

la notacién simétrica de F(E) es
FR=8—8+TLE, + 555 —368—38L,
¥y la forma polar correspondiente es

FE M=Em,—Ems+ %Em. +%Een1—3§uﬂa_3§aﬂs-
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Se dice que una forma cuadratica es diagonal si su matriz es

diagonal, es decir, si la forma contiene sélo términos con los cua-
drados de las variables.

Realizando en la forma (1) una transformacién lineal de las va-
riables de matriz T, obtendremos una forma nueva (p. 21.1)

FE)=XAX =X, TAT'X;
(X=1[E, .., E] ¥ X=[B, ..., &])

A, =TAT".

de matriz

Por consiguiente, la ley de variacion de la matriz de una forma
cuadratica es la misma que para la correspondiente forma bilineal
polar. De aqui se deduce que unas formas cuadraticas son congruen-
tes cuando, y s6lo cuando, son congruentes las correspondientes
formas polares y del ieorema 1 del pardgraio anterior obtenemos
directamente el teorema siguiente:

TEOREMA 1. Todo forma cuadrdtica real puede ser reducida median-
te una adecuada transformacion orfogonal real de las variabies, a

la forma diagonal
ERIE LR E SRR o (2)

donde r es el rango de la forma inicial y @,, ..., &, son los nime-
ros caracteristicos diferenies de cero de la malriz de la forma. En
particular, para la congruencia ortogonal de unas formas cuadrdticas
reales es necesario y suficiente que coincidan los polinomios caracte-
risticos de las formas.

Si se aceptan también transformaciones no ortogonales de las
variables, es posible continuar la reduccion: si «,, ..., @, son po-
sitivos y @4y, ..., &, son negativos, la forma (2) se reduce median-
te la sustitucién

B =Voa,b, =V =t (i=1,...,5 j=s+1,...,r) (3)
a la forma
B4 B =R —. . —E

Por consiguiente, a esta forma puede ser reducida, sobre el cuerpo
de los nimeros reales, cualquier forma cuadratica. El caso de otros
cuerpos conmutativos serd considerado en el punto siguiente.

Una expresién de tipo

FER=ZafE=XAX" (X=[E,....LD,
donde «;;=ay (i, f=1, ..., n), se llama forma cuadrdtica hermi-
tiana enlas variables §,, ..., &, de matriz A=||a;|. La forma
bilineal simétrica hermitiana F (E, ﬂ)=%a;,§,-ﬁ} se llama forma po-
lar de F(E). Las leyes de variacién de las matrices de una forma
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cuadratica hermitiana y de su forma polar coinciden. Por esto la
congruencia de las formas cuadraticas hermitianas equivale a la
congruencia de sus formas polares y del teorema sobre la reduccidn
de formas bilineales simétricas hermitianas (p. 21.3) se deduce el
teorema siguiente:

TEOREMA 2. Toda forma cuadrdtica hermitiana puede ser reducida,
mediante una iransformacién unitaria de las variables, a la forma

“:Elzl + %Eggn o R a.rgrgrl 4)
donde r es el rango y @, ..., , son los ntmeros caracteristicos no
nulos de la mairiz de la forma dada. Para la congruencia unitaria
de unas formas cuadrdticas hermitianas es necesario y suficiente que
coincidan los polinomios caracteristicos de las matrices de las formas.”

Mediante una transformacién ulterior de las variabies de tipo (3),
que ya no serd unitaria, la forma (4) puede ser reducida a la forma

glEl_'_ e Eeés“_gu-ng:-n_ e, —Ergr

que es en este caso la elemental.

22.2. Algoritmo de Lagrange. Uno de los métodos més simples
de reduccién de una forma cuadratica a la forma diagonal es el
asi llamado método de Lagrange que serd considerado aqui. Se puede

aceptar que el campo principal es un cuerpo conmutativo cualquiera
de caracteristica diferente de 2.

Supongamos que la forma (1) debe ser reducida a la forma dia-
gonal. Pueden darse dos casos: a) la forma contiene el cuadrado

de al menos una variable y b) la forma no contiene los cuadrados
de las variables.

a} Supongamos, por ejemplo, que a,, 7= 0. Representando la forma
del modo siguiente

F=a, 8+ 2 E+... + 20,88, + s Iz:u . ]al.pgagp =
= aq (G o+ - ) —ag (e B+ 204,00,E.8, 4 . ..
coe ol El A+ E a’la»%xgin =an' (¢, +Fabet ...
A1, w1
i b +a1n§n)a+Fl (Ew L R ] gn)‘

donde F, es una forma cuadratica en &, ..., E,, y realizando la
sustitucion

Ei=a,k, +C‘u§z+ cortag,ka,
E;=§:’ (f=2i So ...,H),

podemos reducir F a la forma
Ftaﬁ‘&;z+F:|
donde £, no depende de .
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b) Supongamos que =...=a,,=0 y que, por ejemplo,
a,, 7= 0. Representando la forma F del modo siguiente

F=2§| (au§3+ e +qm§u)+F1{§m ey E,.)
y realizando la transformacion
§:,"~=0&1,§,-|— A o a:ngr:—g:
§l=§f (l‘=l| 3! 4; ey n)s
obtenemos la forma
F=028 (B +8)+F, =28 + 25k + 2o5tar, ik +- . . .
que contiene el cuadrado de la variable E],

Por consiguiente, aplicando el proceso a) y complementandolo,
en los casos necesarios, con el proceso b) podemos reducir la forma
dada a la forma diagonal.

Ejemplo. Es necesarto reducir a la forma diagonal la forma

F =Bl 487+ 883 — Bl — 48,5y 4+ 6818y — 128,85 + 288, -+ B — Bals-

Tenemos

F=(§ — 28438500 — B3 —Bf + 26k, - Babs— L5y,
Realizando ia transformacién
E=Bi—2b,+3% U= (>,
obtenemos la forma
Fy=b =8 + 2k — 80 Bk —Be b =8 — (& — 80 + B bl —ELBL
que mediante la transformacidon
M=bi—E8, w=8 (%3
se reduce a la forma
Fy =1 —n3+ Nty — e
Ahora, de acuerdo con b), realizamos la transformacién
M=Na—N—ns W=m (¢ £4),
obteniendo asi la forma
’ L . ’ ’. - ’ . 2
Fy=ni =13 + (ni+n3) Tll='|'ll"""la‘+(1'|ﬂ+%fll) 7
Esta forma mediante la {ransiormacién
Ga=mtg i L=w (=13, 4, L=ni

se reduce a la forma diagonal

1
Fi=Qi+8G—~t-7
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Para hallar la matsiz 7 de la transformacién de las variables {; en las va.
riables iniciales E; es suficiente, por lo visto en el p. 21.1, mulllplicar las ma-
trices de las transiormaciones [ntermedias.

A

Si en vez de una forma cudrética es necesario reducir a la forma
diagonal una forma bilineal simétrica, sustituimos la forma bilineal
por la cuadritica correspondiente, reducimos esta (iltima a la forma
diagonal y determinamos la matriz de la transformacién. Debido a
_ 1a relacién que existe entre las formas cuadréticas y bilineales, esta
transformacién también reducird a la forma diagonal la forma bili-
neal dada.

Para concluir, consideremos el problema sobre la reduccién a la
forma elemental de una forma bilineal antisimétrica

F=Xakm, (ey=—ay)

cuyos coeficientes pertenecen a un cuerpo conmutativo cualquiera,

Si fodos los coeficientes son iguales a cero, la forma estd ya
reducida. En el caso contrario aceptaremos, por ejemplo, que a,, == 0.
Escribiendo la forma del modo siguiente .

F= El (CZ.,‘(‘],+ R +“mr|n)_r|l (als§z+ P +C£,,,§,J +
+R(§ﬂ‘ o ] Enl ns! LR "ln)

y realizando la sustitucién

-:E.; = a.ll&s + e + am‘gm Vl; == C‘mﬂs + e + a:.u"]_m
Er“ip ‘1:’=1]£ [I':==rl, 31 "'!ﬂ)v
obtenemos la forma

Fi=8m—Em+RiG, ..o & My oon M)

Ahora pueden darse dos casos: a) el resto R, no contiene &y, por
consiguiente, tampoco contiene v, y b) el resto contiene E;. En el
caso a) aplicamos el proceso solamente al resto, ya que ésfe no de-
pende del término que hemos despejado Eim,—Ein;. En el caso
b) representamos la forma del modo siguiente

Fi=gm—En+ (it ... +ann)—
—1 (oreafa 4.0 +“;n§r‘l)+Ra (§;| co)=

=& —onl—... —auni) m—
— (M= — .. —c ) B+ R, (&, .. )

y realizamos la sustitucién
= b —aibi— . — it
M= — Gy — . .. — N,
=8 w=w (=2...,n),
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obleniendo comao resultado la forma descompuesta
EMi—Emi+ R, ..M, .- L)

Aplicando el proceso expuesto al resto, después al resto nuevo, ete.,
reduciremos la forma a

EMe—E M+ EM—EMy+ ... + BarmiMer—EsrMer-1s

donde 2r es el rango de la forma reducida y, por consiguiente,
también de la inicial. En particular, obtenemos de nueve que e!
rango de una matriz antisimétrica es siempre un ndmero par.

Ejemplo. Redizcase a la forma elemental la forma

F=Ema— &+ Eota —8ani— 2By + 2840+ 384n; — 38,0+
+Bans—Eama—4Eam, 4 4Em.

De acverdo con la regla, realizamos la primera transiormacion

& =§s+§o'—2§4» e =" +n3—2ny,
=8 w=w (=13 49,
después de ia cual la forma se convierte en
Fy=Eine —Bani + 38uns —38sms + Eama — Bina — 4Bl - 4.
Realizando ahora la transformacién
ti=t—3%—8 m=m—3n—ne
=& w=w (=23, 4),
obtenemos la forma elemental
Fo=Eima — Eam — 484+ 4Eim;3-

Desde el punto de vista practico el problema sobre la reduccion
de las formas cuadraticas a la forma elemental se descompone en
dos momentos: la determinacion de la forma elemental definitiva
y la determinacién de. la matriz de la transformacion de las varia-
bles necesaria para reducir la forma a la forma elemental. Si la
reduccion se realiza mediante transformaciones lineales arbitrarias,
ambos problemas quedan resueltos al aplicar el algoritmo de
Lagrange,

La situacion es mas compleja si las formas se reducen mediante
transformaciones wunitarias de las variables. Sea dada una forma
hermitiana de matriz A. En el espacio unitario auxiliar de veclores
filas la multiplicacién de las filas por la matriz A representa una
aplicacion lineal simétrica .4 de matriz A en la base elemental
(p. 4.1). Debemos determinar una base orfonormal en la que la
matriz A de la aplicacién sea de forma diagonal. Para ello halla-
mos los nameros caracteristicos e, ..., @, de la matriz A que se
obtienen resolviendo la ecuacién caracteristica de A. Después,
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resolviendo €l sistema de ecuaciones lineales
[§|| ey §,,] A':a'(‘ [Ep ey gn]

respecto a las incognitas §,, ..., E,, encontramos n vectores pro-
pios linealmenie independientes

x=[E0, ..., 8] (=1, ..., n)

de la aplicacién 4. Normalizando estos vectores, obtenemos una
base ortonormal en la que la matriz A y, por consiguiente, la
forma hermitiana inicial adquieren la forma diagonal con los ele-
mentos diagonales «,, ..., o, Si los vectores x; son ya normali-
zados, la matriz requerida de la transformacion serda T=|EP||.

22.3. Ley de inercia de formas cuadriticas. En los resultados
del p. 22.1. acerca de la reducciéon de formas cuadraticas reales,
ast como de formas hermitianas complejas, a la forma diagonal
hemos dejado una laguna: no hemos aclarado si pueden ser congruen-
tes formas de diferente signatura. El teorema que sigue llena esta
faguna. o

TEOREMA 38 (ley de inercia). Toda forma cuadrdtica real puede ser
reducida a la forma diagonal e B3+ ... + ok} mediante un nimero
infinjto de transformaciones de las variables. Sin embargo, aun evando
los propios coeficientes «,, ..., o, pueden depender de fa transfor-
macién que se emplee, el nimero de los coeficientes positivos y el
niimero de los coeficientes negativos que aqui figuran no dependen
de las transformaciones sefialadas y, por consiguiente, se determinan
univocamente por la propia forma inicial.

Supongamos, al contrario, que una forma cuadratica real

e kit .. teadi—a Bl —. . —o (2, >0)

se convierte, mediante la transformacién de las variables §; =3 &1y,
de nuevo en la forma diagonal

B+ ... +BE —Brbin—... —BE (B.,>0),
pero siendo s < ¢. Esto significa que la igualdad
b4 Fofi—o fin—. .. —aki=
1 .1 A2 ¥
=pE + ... +BE —Biribiar—...— BE

se convierte en una identidad al sustituir las variables &; por sus
expresiones en términos de las variables &;. Representemos esta
identidad en la forma

“15"1‘"‘;- . +a;§§+ﬂ‘t+1§;:—1+‘ R +‘ﬁ;§;n=

=&+ ... +BE Bt ol (5)
y consideremos el sistema de ecuaciones

E1=U, "-!EJEO; §;+l=0| '--:g;!‘__'o’ (6)
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donde por §,, ..., E; se comprenden sus expresiones en términos
de B aen E,, El sistema (6) es un sistema de ecuaciones lineales
homogéneas respecto a las incégnitas E;, ..., &, siendo el niimero
de ecuaciones s--(n—f)=n—(¢{—s) indudablemente menor que el
numero de incdgnitas, ya que #>s. Pero en estas condiciones el
sistema (6) debe tener al menos una solucién no nula

§;=?1- seay E;z"in §;+1=0- seny Ep=0. (7)
Introduciéndola en la identidad (5), obtenemos

By - +PVit o Bl - B2 =0. (8)
Los nomeros B; y a; son positivos y los niimeros v y &} son no
negativos y por ello’ de (8) resulta que y,=...=%=0 lo que

contradice a que la solucién (7) es no trivial.

La ley de inercia tiene lugar también, con el mismo enunciado,
en el caso de formas cuadraticas hermitianas. La demostracién no
difiere de la que acabamos de realizar.

22.4, Formas de signo constante. Una forma cuadratica real

F(E.B =>o;5E; se llama no negativa si su valor es no negativo
cualesquiera que sean los valores reales de las variables &;. L.a forma
se llama definida positiva si su valor es estrictamente positive para
cualquier sistema no nulo de valores de las variables. Andlogamente
se introducen los conceptos de formas no positivas y de formas
definidas negativas. Las formas no negativas y no positivas se lla-
man a veces formas de signo constante.

Si una forma en n wvariables &,, ..., E, es de forma diagonal

ulEE"f* s +G!_,§§"'" .H-xgg-n._ sa —-—cz,E?. {at :" 0);

es facil ver que serd definida positiva cuando s=#n, no negativa
cuando s=r < n, no positiva cuando s=0 y definida negativa
cuando s=0 y r=n. Siendo 0 << s < r la forma puede tomar va-
lores positivos para unos valores de las variables y valores negati-
vos para otros valores de las variables. Puesto que la constancia
de signo de una forma se conserva al realizar una transformacion
de las variables, se puede decir que son definidas positivas aquellas
formas que se reducen a la suma de n cuadrados positivos y que
son no negativas aquellas formas que se reducen a la suma de
cuadrados positivos solamente, aunque sea en un nimero menor
que el nimero de las variables; afirmaciones correspondientes tienen
lugar para las jormas no positivas y definidas negativas. En parti-
cular, una forma no negativa es definida positiva s6lo cuando es
regular, ‘

Si en las formas cuadraticas corrientes se permite que las va-
riables tomen valores tanto reales como complejos, los conceptos
introducidos pierden et sentido, ya que en este caso cualquier forma
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no nula puede tomar valores no reales. La situacién es distinta si
se consideran formas hermitianas. La razon de esto estriba en que
tanto para los valores reales como complejos de las variables las
formas hermitianas toman siempre valores reales. Efectivamente, de

las condiciones a,;="a,; se deduce que

F=3a,f8=3a,t8=Fatf=F,
es decir, se deduce que F es real. Por esto, los conceptos de forma
no negativa, definida positiva, etc. se pueden extender directamente
al caso de formas cuadraticas hermitianas.

Es facil establecer si una forma es definida positiva, asi como
determinar su signatura, reduciéndola a la forma diagonal por el
método de Lagrange. Sin embargo, en determinados casos tienen
gran interés los criterios directos de definicién positiva. Entre estos
nos limitaremos a exponer el asi llamado criterio de Jacobi.

CRITERIO DE JacoBl. Una forma cuadrdtica o cuadrdtica hermitiana
en n variables de matriz A es no negativa cuando, y sélo cuando,
los coeficientes del polinomio caracteristico de A son de signos alter-
nados. Ademds, si uno de estos coeficientes se anula, también resul-
tan nulos todos los coeficientes de los términos de grado interior.

Efectivamente, por lo visto en el p. 22.1, la forma dada puede
ser reducida, mediante una transformacion de las variables de matriz
unitaria U, ala forma diagonal de matriz diagonal real A, =UAT =
=UAU-'. Puesto que la matriz A, ademds de ser congruente, es
también semejante de A,, el polinomio caracteristico de A coincide
con el polinomio caracteristico de A, y basta demostrar el criterio
s6lo en el caso de formas diagonales de tipo @EE + ... +o,EE,.
El polinomio caracteristico de esta Gltima matriz es

PA)=RA—0a)(t—a,). ..(A—a ) A" r =A"—ag A"l L g2 — |,
Si todos los &, son positivos, las férmulas de Vieta
0= NGy« Gy (M < 1, < v 1Y)
muestran que los coeficientes de @ (A) poseen ia propiedad requerida.
Reciprocamente, supongamos que los coef{cienfes de un polinomio
son diferentes de cero y tienen signos alternados y supongamos que
las raices del polinomio son reales. Debemos demostrar que todas
sus raices son positivas, Supongamos, por induccién, que esto ha
%uedado ya demostrado para todos los polinomios de grado inferior.
ntonces @' (A) tendrd n—1 raices positivas (va que si todas las
condiciones indicadas se cumplen para @A), gamgién se cumplen
indudablemente para ¢’ (A)). Pero en este caso ¢(». tiene, segin el
teorema de Rolle,”no menos de n—1 raices posil vas y la daltima
raiz n-ésima de (k) serd positiva debido a que el producto de
todas las raices de ¢ (R) es, por hipdtesis, positivo
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Ejemplos y problemas

1. Hillese la matriz de la transformacién lineal de las variables que reduce

la forma bilineal
Eima—&avta -+ Eatly — Bamg -+ 2By — 284m,
a la forma elemental.

2. Demuéstrese que sobre un espasio unitario real toda forma bilineal anti-
simétrica real en n variables puede ser reducida, mediante una ftransformacion
unitaria real de las variables, a

oy BiMa—8amu) + - .. A2 Garm Moy —EapMar—1)

{compdrese con el p. 19.5).
3. Hillense las matrices de las transformaciones ortogonales reales de las
variables que reducen a la forma diagonal las formas

a) B -+E:E + &
b) 998} — 1285, -+ 485, E; -1- 13083 — 608,85+ 71E3;
¢} 108y - 481me 4 45ame + 128 1ma + 12540y — 2By — 14530y — 14841 -+ Eamy

y determinense estas formas elementales.
4. Hallese la matriz de la transformacién unitaria que reduce la forma

68112 — 68a1y -t 28, — 2B+ 2oz —2E4ms — 6Eam, +68amy

a la forma elemental.
5. Héllese la transformacién de las variables que reduce la forma

EifntEebn-1+ .. +Efnmsna (s= [_;_})

a ta suma de cuadrados.

§ 23. Pares de formas

23.1. Equivalencia de pares de formas. En los puntos anteriores
hemos examinado el problema sobre la reduccién a la forma ele-
mental de una forma cuadratica. En este parragraio ser4 considerade
el problema importante acerca de la reduccién simultinea de dos
formas cuadréaticas.

Recordemos que una sucesién de formas bilineales Fy, ..., F,
en los mismos sistemas de variables &, ..., & y n, ..., n, se
llama equivalente a una sucesién de formas bilineales G,, ..., G,
en las variables &, ..., & vy i, ..., v, si mediante unas trans-
formaciones lineales invertibles de las variables

El=[E17, [n]=[']S (E]=(&, ..., &D

las formas de la primera sucesién pueden ser reducidas a las formas
correspondientes de la segunda sucesién.

De Tos resultados del p. 21.2 se deduce que una suceslén de
formas bilineales de matrices 4,, ..., A, es equivalente a una
sucesion de formas bilineales cil matrices By, ..., B, cuando,
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y sélo cuando, existen unas matrices regulares P y Q con elementos
del campo principal tales que
PARQ =B, (i=1, .., &) (1

Dos sucesiones de matrices 4, ..., Ay y By, ..., B; sellaman
equivalentes si estdn ligadas por las relaciones (1), donde P y Q
son unas matrices regulares. Por consiguiente, la equivalencia de
unas sucesiones de formas y la equivalencia de las sucesiones de
sus matrices son conceptos que tienen el mismo sentido.

Sea A una variable independiente y sea F y G un par de mat-
rices cuadradas de un mismo orden n. Los factores invariantes de
la A-matriz AF —G (véase el p. 13.2) se llaman f[acfores invariantes
del par F y G. Si el par F y G es equivalente al par F, y G,,

de (1) resulta
M, —G =UM—0GV.

Por lo visto en el p. 13.3 esto significa que los factores invarian-
les de las A-matrices AF,—G, y AF—G coinciden. Es decir, para
la equivalencia de dos pares de mafrices es necesario gque coincidan
los factores invarianies de estos pares. En el caso general esta con-
dicién no es suficiente?. Sin embargo, si las primeras matrices de
ambos pares son regulares, la coincidencia de los factores invarian-
tes es suficiente para que estos pares sean equivalentes.

TEOREMA 1. Sean dados dos pares de malrices cuadradas F, G y
Fy, Gy de un mismo orden y sean F y F, regulares. Para la equiva-
lencia de los pares F, G y F,, G, es necesario y suficiente que los
factores invariantes de la matriz MF—G coincidan con los factores
invariantes de la matriz MF,—G,.

La necesidad ha sido ya demostrada y, por ello, estableceremos
solamente la suficiencia. Supongamos que los factores invariantes
de las matrices AF—G y AF;—G, coinciden. De las relaciones

F=  (A\F—=G)y=hE—F'G,

FPUMF,—G)=ME—F1'G,
se desprende que también coinciden los factores invariantes de las
malrices AE—F-'G y AE—F7'G,. Puesto que éstas son las matri-
ces caracteristicas de F-'G y F7'G,, de aqui se deduce {p. 15.3)
que F-1G y F7G, son semejantes, es decir, que existe una matriz
regular T que satisface la relacién

F{\G,=T-'F-\GT.
Tenemos ahora
AE—F7 G =T ME—F'GQ)T =T F (AF—G)T,
A, —G,=F T F 1 (AF—=G)T,

1 En el caso ge:]era!, ademés de los factores invariantes, es preciso consi-
derar también los asi llamados indices minimales.
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de donde

Fi=UFV' y G, =UGV,
donde U=FT-'F-' y V=T". Por consiguiente, los pares F, G y
F,, G, son equivalentes.

23.2. Congruencia de pares de formas. Una sucesion de formas

bilineales en las variables &, ..., &, ¥ w; ..., n, de matrices
Ay, ..., A, se llama congruente de una sucesién de formas bilinea-
les de matrices B,, ..., B, si mediante una misma transformacion
de ambos sistemas de variables las formas de la primera sucesion
pUEd?g ser reducidas a las formas correspondientes de la segunda
sucesién.

Indicando por T la matriz de la transformacién de las variab-

les, tendremos
By=TAT' (i=1,2, ..., k). (2)

Dos sucesiones Ay, ..., A, v B, ..., By de matrices arbitrarias
se llaman congruentes si existe una matriz regular T que cumple
las condiciones (2).

Andlogamente se dice que una sucesion de formas cuadraticas
o de formas cuadraticas hermitianas es congruente de otra sucesién
de formas, si mediante una transformacién adecuada invertible de
las variables las formas de la primera sucesién pueden ser reduci-
das simultaneamente a las formas correspondientes de la segunda
sucesion,

Es obvio que la condicién (2) es necesaria y suficiente para la
congruencia de las formas cuadriticas de matrices 4,, ..., A,y
By, ..., B, Para las formas hermitianas esta condicion debe ser
sustituida por la siguiente

B=TAT' (i=1,2, ..., k).

El problema general que hemos planieado acerca de la congruen-
cia de sucesiones de formas bilineales es muy complejo ya para un
par de formas. En la segunda mitad del siglo pasado Weierstrass
obtuvo las condiciones necesarias y suficienies de congruencia enel
caso en que ambas formas del par son simétricas y, en particular,
si las formas son cuadraticas y una forma del par es regular.
Estas condiciones seran expuestas al concluir este punto. El caso
general de congruencia de pares de formas cuadraticas fue exami-
nado por Kronecker. Debido a que las condiciones de Kronecker
son un tanto voluminosas, suelen exponerse en tratados méas espe-
ciales. Tanto las primeras condiciones como las segundas se refieren
a formas sobre el cuerpo de los nimeros complejos. El caso de
cuerpos conmutativos de otros tipos fue analizado por Dixon v
otros autores.

Consideraremos primero el caso maés importante de un par de
formas cuadraticas reales cuando una de ellas es definida positiva.

(8—1843
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TEOREMA 2. Todo par de formas cuadrdticas reales en n variables
tal gque una de ellas es definida positiva puede ser reducido, mediante
una adecuada transformacion real de las variables, al par de formas

de fipo
B+E4.. . +8 vy afitabi+. .. +ofl (3)

Los niameros oy, ..., o, Se deferminan univocamente, salvo el orden
en gue siguen, por las formas iniciales y no dependen del método de
reduccion.

En efecto, sean F (&) y G (&) las formas cuadraticas dadas. Puesto
que la primera es definida positiva, es posible reducirla, mediante
una adecuada transformacion lineal de las variables, a la suma de
los cuadrados de las variables. Asi obtenemos el par de formas de

tipo
Ef4-E+... 48 vy Za;ﬁrﬁ;-

Ahora buscamos una transformacion de las variables de matriz
ortogonal real U que reduzca a la forma diagonal la segunda forma.
Como en este caso la matriz de la primera forma en las variables
nuevas serd igual a

UEU'=UU'=E,

es decir, la primera forma conserva su forma unitaria, resulta que
después de la transformacién sefialada las formas dadas serin del
tipo requerido (3). _

Supongamos, finalmente, que mediante una transformacion de
las variables las formas F y G se reducen al tipo (3) 'y mediante
otra transformacion se reducen a

B8+ ... 8 v BEI+B.E ... +B.E. (4)

Existe entonces una transformacién de las variables de matriz T
que reduce el par (3) en el par de formas (4) y, por consiguiente,
las matrices de estas formas estardn ligadas por las relaciones

E=TET' .y B=TAT', (5)

donde A es la matriz diagonal de elementos o, ..., @, y B es
la matriz diagonal de elementos B,, ..., B, a lo largo de la dia-
gonal principal. De la primera de las relaciones (5) resulta T7'=E,
de donde B=TAT™, es decir, las matrices 4 y B son semejantes
y los nimeros caracteristicos a;, ..., &, de la primera deben
coincidir con los ntimeros caracteristicos f,, ..., f, de la segunda.

Para las formas cuadriticas hermitianas tiene lugar un teorema
totalmente anélogo.

TEOREMA 2. 10do par de formas cuadrdticas hermitianas tal que
la primera es definida positiva se puede reducir, mediante una ade-
cuada transformacion lineal compleja de las variables, en el par de
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formas de (ipo

&E,-i-ﬁ:&-+ e +§::€n y alElEl+a=E2€!+ v "I“mngnEn-

donde los ndmeros &, ..., o, se deferminan univocamente por las
formas iniciales y no dependen del método de reduccidn.

La demostracién es andloga a la antierior.

Pasando a considerar el caso general observemos, ante todo,
que la congruencia de un par de matrices implica indudablemente
la equivalencia de las mismas. Inesperadamente resuita que bajo
ciertas condiciones es vilida también la afirmacion reciproca,

TEOREMA 3. Supongamos que en dos pares de malrices cuadradas
F, Gy Fy, G, las primeras mairices F y F, son ambas o bien si-
métricas o bien antisimétricas y que las segundas matrices G y G,
son ambas también o bien simétricas o bien antisimétricas. Enfonces,
subre el cuerpo de los nimeros complejos, de la equitalencia de los
pares sefialados se deduce la congruencia de los mismos.

Existen, por hip6tesis, unas matrices regulares U y V tales que

Fi=UFV' y G =UGV", (6)

Pasando . a las matrices transpuestas, obtenemos de aqui que

Fi=VF'U" y G;=VG'U’. Puesto que las matrices F y F, son si-
métricas o antisimétricas de aqui resulta

F1=VFU’: (7)

una igualdad andloga tenemos para G,, Comparando (7) y (6)
enconiramos

UFV' =VFU' y V-WU.F=F-(V"'Uy. (&)
Tomemos V-'U/=T. La segunda de las igualdades (8) da
TF=FT’,
PR = FT8,
. TAF = FT'*,
de donde
(e + o, T+ ..+, T =F(a,E4+aT 4 ... +o,T*),
donde e, o, ..., @, son unos nimeros arbitrarios. En el capitulo
IV (p. 16.3) hemos demostrado que los nimeros o, ..., @, se

pueden escoger de manera que el polinomio
¢ (T)=0aE+o, T+ ... 4o, T*

sea rafz cuadrada de T, es decir, que ¢(T)@(T)=T. Tomemos
P=Ve (T}, entonces

PEP' =Vq(T) Fo(T") V' =Vg(T) o(T) FV' =VTFV' = UFV",

18
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es decir,

PFP'=F,.
Repitiendo estos mismos razonamientos para la matriz G, encon-
iramos

PGP’ =G,.

Por consiguiente, los pares F, G y F,, G, son congruenies que es
lo que se queria demostrar,

Los teoremas | y 3 permiten enunciar la siguiente condicién de
congruencia de un par de matrices:

Sean dados dos pares de matrices F, G y F,, G,. Si F y F,
son regulares y son ambas o bien simétricas o blen antisiméiricas y
si G y G, también son ambas o bien siméiricas o bien antisiméiricas,
fa condicidn necesaria y suficiente de congruencia de los pares F, G
y F,, G; sobre el cuerpo de los nimeros complejos es la coincidencia
de los factores invariantes de las matrices \AF—G y AF,—G,

Efectivamente, si los factores invariantes de las matrices AF—G
¥ AF,—G, coinciden, los pares F, G y F,, G, son equivalentes en
virtud del teorema 1. Pero estos pares seran entonces, debido al
teorema 3, también congruentes. Reciprocamente, si F, G y F,,
G, son congruentes, son desde luego equivalentes y, por consiguien-
te, los factores invariantes de la matriz AF —G “coinciden con los
facteres invariantes de la matriz AF, —G,.

Las aplicaciones del teorema 3 a la determinacién directa de
las formas elementales de pares de formas complejas serin conside-
radas mds tarde, en el cap. VII. Aplicando este teorema obten-
dremos en el punto siguiente la solucién del problema de congruen-
cia de las formas bilineales no simétricas.

Observemos también que si hasta el teorema 3 las formas cua-
draticas reales y las formas hermitianas se comportaban igualmente,
el teorema 3 deja ya de ser valido para las formas hermitianas.
El ejemple correspondiente serd expuesto al principio del § 28.

23.3. Congruencia de formas bilineales no simétricas. Como ya
hemos sefialado anteriormente, los resultados del punto precedente
permiten enunciar las condiciones necesarias y suficientes para la
congruencia de cualesquiera formas bilineales complejas regulares
complementando con ello esencialmente los resuitados del p. 21.3.

TEOREMA 4. Para que unas [ormas bilineales complejas regulares
de matrices G y G, sean congruenfes es necesarioy suficiente que
i%:'ncidan los divisores elementales de las A-matrices AG—G' ]

1—Gi.

DEMOSTRACION. Supongamos que las formas son congruentes. Las
matrices G y G, estan ligadas entonces por las relaciones

G,=UgU’.
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De aqui
G, =UG'U".

Por consiguiente, el par de matrices G, G’ es congruente del par
de matrices G,, Gi y los divisores elementales de la matriz AG—G’
coinciden con los divisores elementales de la matriz AG,— G}.

Supongamos, reciprocamente, que los divisores elementales de
las matrices AG—G' y AG,—G; coinciden. Entances el par G, ¢’
es equivalente al par G,, G;, en virtud del teorema 1, por lo tanto

G,=UGV' y G =UGV, (9)
Tomemos
G+G=8, G—G=T, G,+Gi=S, y G—G;=T,.

De (9) resutta que
S$,=USV' y T,=UTV

es decir, el par §, T es equivalente al par S,, T,. Puesto que las
matrices S y S, son simétricas y las malrices 7 y 7, son antisi.
métricas, los pares S, T y S,, T, son, en virtud del teorema 3,
congruentes, es decir,

S,=PSP’' y T,=PTP", (10)

Pero Gz.s';'r y GI=SL‘;Tl y, por esto, de (10) se desprende que

G,=PGP".

Por consiguiente, las matrices G y G, son congruentes.

El teorema 4 muestra que las formas bilineales regulares sobre
el cuerpo de los némeros complejos se determinan, salvo un iso-
morfismo, por los divisores elementales de la matriz AG—G’. Lue-
go, para resolver el problema de la clasificacién de estas formas es
suficiente indicar los sistemas de expresiones de tipo (A—a)™ que
pueden servir como divisores elementales de las matrices de tipo
AG—G’'. Es facil ver que estos sistemas no pueden ser arbitrarios.
En efecto, supongamos que (A—a)™ figura £ veces en el sistema
de divisores elementales de una matriz AG—G’. Entonces (A—a)®
figurara también % veces en el sistema de divisores elementales de
la matriz transpuesta AG'—G. Pero la mafriz AG'—G es equiva-
lente a la matriz G'~t (AG'—G)=XE—G'~'G; por consiguiente,
(A—a)”® figura & veces en el sistema de divisores elementales de
la matriz AE—(G'~'G. El teorema sobre los divisores elementales de
una funcién (p. 16.4) afirma que todo divisor elemental (A—g)®
de la matriz AE—G'~1G se transforma en el divisor elemental
(A—a~1)™ de la matriz AE—(G'~'G)~1. Puesto que la Qiltima ma-
triz es equivalente a AG—G’, la expresién (A—a~2)" figura % veces
en el sistema de divisores elementales de la matriz AG—G’, Por
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consiguiente, si (h—a)™ es un divisor elemental de mutiplicidad k
de la matriz M\G—G’, resulta que (h—a~-)* fambién serd un divi-
sor elemenial de multiplicidad k de la misma. Siendo = 41, esta
condicién es ftrivial. Con razonamientos adicionales se puede de-
mostrar que las matrices AG—G’ contienen todo divisor de tipo
(A-+1)*™+1 pecesariamente un niimero par de veces, mientras que
los divisores elementales de tipo (A—1)¥+t y (A 4= 1)** puden fi-
gurar en estas matrices en combinaciones arbitrarias. Las condi-
ciones expuestas, para «, tanto iguales como diferentes de =41,
ademas de ser necesarias, son lambién suficientes para que un
sistema de expresiones de tipo (A—a)” sea el sistema de divisores
elementales de una matriz 2G—G'.

Ejemplos y problemas

I. Rediizcanse a la forma elemental, medianie una transiormacién real de
las variables, los pares de formas

a) X0 2xy4- 27y 2x2—ixy
b) 2x%-- 25y - 2x24- 242+ 2yz-22° y — B2 36xy~+ | 8xz+ 15y2-- | Byz4 1824,
2. Todo par compuesto por formas bilineales reales, una de las cuales es
simétrica definida positiva y la olra es anlisimétrica, puede ser reducido, me-
diante una transformacién real de las variables, a la jorma
S t-Eamat oo+ ¥ @ Gt — B+ - - - ot (Bapmaflzr — Earflzr - 1)

3. Demuéstrese que el par de formas de matrices
-2 —6 —5 6
[ 1 a] y [ I —I
es equivalente al par de formas de matrices
2 -3 —I10 8
-2 3] 2 —1]"
Para la demostracién generalicese el teorema 1 del p. 23.1 al caso de pares
A, B tales que {AA+4-pB| 5 0, considerando para ello los factores jnvariantes

que son polinomios homogéneos en A y .
4. Demuéstrense las nltimas afirmaciones del p. 23.3.

§ 24. Funciones bilineales

La teoria de formas bilineales puede ser interpretada geométri-
camente como la teoria de funciones bilineales en espacios lineales.
Esta interpretacién permite al mismo tiempo comprender con mds
profundidad los resultados principales de la teoria de formas; el
paragralo presente estd dedicado a la exposicién de la misma.

24.1. Definiciones principales. Se dice que sobre un espacio

lineal ¥ se ha definido wna funcién ¢(x, y) de dos vectores va-
riables x e y, si a todo par de veclores del espacio £ se pone en
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correspondencia un determinado elemenio ¢ (x, ¥) del campo prin-
cipal K del espacio considerado. La funcién ¢ (x, y) se ltama bili-
neal si es lineal respecto a cada una de las variables por separado,
es decir, si satisface las identidades

Q (04X + Qg Xy, ¥) =0, @ (%, ¥)+ 0@ (%., ), (1)
@ (2, By +-But) =Bi@ (%, 1)+ B (%, p). (2)

Una funcién bilineal sobre un espacio complejo lineal se llama
bilineal hermitiana, si es lineal respecto a la primera variable y
antilineal respecto a la segunda, es decir, si satisface la relacion
(1} y la relacion

@ (x, Bty + Batr) =E|q} (x, w) +F§:¢ (x, 1) (3)

De (1), (2) y (3) se deduce directamente la regla general distri-
butiva

‘;J(x!+xﬁ+"'+xm’ yl+yi+"‘+ys}=2q}(xu y}} (4)

que es valida tanto para las formas bilineales como para las bili-
neales hermitianas.
Tomemos en £ una base arbitraria a,, ..., a, y sea

x=Fa +Ea+ ... 4Ea,
Y=+ Nt + ... M,
De las férmulas (2) y (4) resulta

o(x, y=20(a, apim;=F ki (y=0¢(a, a)). (5

La matriz A=|la;| se llama matriz de la funcién ©(x, y) en la
base sefialada. Es obvio que conociendo la matriz A conocemos
también la funcién @ (x, y), ya que la férmula (5) permite caicular
los valores de g (v, ) cualquiera que sea el par de vectores x, y.

La correspondencia entre las matrices y las formas bilineales es
biyectiva, ya que cualquiera que sea la matriz A la funcién ¢ (x, y}
calculada por Ja formula (5) sera bilineal de matriz A

Indicando por [x] e [y} las filas coordenadas de los veclores x
e y, podemos representar la férmula (5) en la forma matricial

':P(x! y)__"[x] A [y]" (6)

que pertnite deducir directamente la siguiente regla de transforma-
cién de las matrices de funciones bilineales: si en una base la matriz
de una funcién bilineal es A, la mairiz de la funcién en una base
nueva serd

A =TAT', {7}

donde T es la malriz del cambio de la base antigua por la nueva.
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Efectivamente, aplicando la férmula (6) en las bases antigua v
nueva, tenemos

ex 9 =I[x] A [y]' =[x, TAT’ [y];=[x], 4, [¥]1.

donde A,, [x], e [y], son, respectivamente, la matriz de la funcién
¢ (x, y)Py las filas coordenadas de los vectores x e y en la base
nueva. Por esto, A, =TAT".

Considerando en la férmula (5) las coordenadas de los vectores
X e y como variables independienies, vemos que el valor de una
funcion bilineal en toda base se expresa inediante una forma bilineal
cuya matriz coincide con la matriz de la funcidn en esta base.

Segiin (7), el paso a una base nueva implica la sustitucion de
la forma bilineal por la correspondiente forma congruente, debido
a lo cual las formas bilineales congruentes pueden ser consideradas
como formas bilineales de una misma funcién bilineal, perc calculadas
en diferentes bases.

Una funcién bilineal ¢ (x, y) se llama siméirica si

o(x, Y=y, x) i

ox Y=—9x y).
Es evidente que las funciones bilineales simétricas y antisiméiricas
son aquellas funciones cuyas formas bilineales son, respectivamente,
simétricas y antisimétricas.
Si @(x, y) es una funcién bilineal arbitraria, las funciones

@y () y)=-]g[¢(x. Htely, O]y

0, P=g (o ) —o@, 0]  (8)

seran bilineales y, respectivamente, simétrica y antisimétrica. Como
de (8) se deduce que

e, =0, (% 9+, (x, »)
resulta que toda funcién bilineal puede ser representada como la
suma de funciones simétrica y antisimétrica, con la particularidad
de que, como es facil de ver, estd representacion es univoca.

Las funciones de tipo $(x)=e¢(x, x), donde @(x, y¥) es una
funcién bilineal, se llaman cuadrdiicas. Por consiguiente, las fun-
ciones cuadraticas son aquellas funciones de un vector variable gque
aparecen al identificar los vectores variables en las funciones bili-
neales. Pero si una funcién cuadritica P (x) aparece de la forma
explicada de una funcién bilineal ¢ (x, y), la funcién }(x) aparece
también al identificar las variables en la funcién bilineal simétrica
P (x| yJ:

y antisimétrica si

P D=5 00 0+ 0] =¢ @ 0.
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Por esto al considerar las funciones cuadraticas se puede aceptar
que son generadas por funciones simétricas solamente.
Por ofra parte, si g (x, y) es simétrica y $ (x) =@ (x, x), se tiene
Vx+y=0x+y, x4+ =9 0)+20x )49y 1)
o

@6, H) =5 [P (2 45) — () — b (B)],

es decir, toda funcién cuadrdtica aparece de una funcidn simétrico
bilineal y sélo una, que se llama polar de la funcién cuadrdtica co-
rrespondiente,

ea aj, ..., a, una base del espacio y sea {(x)=¢(x, x), donde
@ (x, y) es una funcién bilineal simétrica. Entonces para x=§a,+ ...
.. .4E.a, tenemos

V() =q(x, )=, a)iE,

es decir, el valor de una funcién cuadrdtica se expresa mediante una
forma cuadrdtica en las coordenadas de un vecior variable, cuya matriz
coincide con la malriz de la correspondiente forma bilineal polar.

Razonando andlogamente, obtenemos para los valores de una

funcién bilineal hermitiana ¢ (x, y) en lugar de la férmuta (5) la
formula -

?(x, )=, a)tm,
es decir, una forma bilineal hermitiana. Al pasar a una base nueva
la matriz de una funcién hermitiana varia segfin la ley
A.aTA-f’.
Una funcién hermitiana ¢ (x, y)} se llama simétrica si

?x, Y=oy x).
Los valores de las funciones hermitianas simétricas se expresan
mediante formas bilineales hermitianas simétricas.

Las funciones de un vector variable que surgen al identificar
los vectores variables en las funciones bilineales hermitianas simé-
tricas se \lamau funciones cuadrdticas hermitianas. La relacién entre
las funciones cuadraticas hermitianas y las coorrespondientes fun-
ciones bilineales simétricas hermitianas viene dada por las férmulas

Y(xtip)=o(x+iy, x+iy)=
=, D+ilplx )= )+, v,
P+ =00 D+ox N+okx D+oy, 1), 9
20 (x, y) =P (x-+y) i (x+iy) —
— (148 (¥ (P ()]
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Calculando el valor de una funcién y(x) cuadratica hermitiana
para el vector x=Ea,+ ... +E,a,, donde @y, ..., @, €5 una base
del espacio, obtenemos

P =Xea, a)if,

es decir, el valor de una funcién cuadrdtica hermitiana se expresa
mediante una forma cuadrdtica hermitiana en las coordenadas del
vector variable, cuya matriz coincide con la matriz de la correspon-
diente funcién bilineal simétrica hermitiana calculada mediante la
formula (9).

Indiquemos también que las formas cuadraticas de signo constante,
consideradas en el p. 22.4, corresponden a aquellas funciones cua-
draticas en el caso de un espacio real y a aquellas funciones cua-
draticas hermitianas en el caso de un espacio complejo cuyos valores
no cambian de signo.

24.2, Espacios de métrica bilineal. Como hemos sefialado en el

p- 17.1, un espacio lineal complejo o real se llama unitario si en
€l esld definida una funcién de dos vectores variables, llamandose
producto escalar de estos vectores los valores de la misma, Los
axiomas que hemos indicado en esa ocasién signitican simplemente
que el producto escalar es una funcién bilineal hermitiana definida
positiva. Por esto, el estudio de las propiedades de los espacios
unifarios no es otra cosa que el estudio, desde un punto de vista
especial, de las propiedades de las funciones bilineales definidas
positivas.

Por analogia con esto diremos que un espacio lineal 2 es bili-
neal métrico, si en él estd definida una funcién bilineal, cuyos
valores se llamaran productos escalares de los vectores y se indi-
cardn por (a, b). En el caso en el que el producto escalar sea una
funcién bilineal hermitiana simétrica diremos que el espacio esta
provisto de una métrica bilineal hermitiana,

Si la matriz del producto escalar es regular, el espacio se llama
no degenerado. En el caso confrario se dice que el espacio es

degenerado,
La matriz
(a, a) ... (a, a,)
G: (ag, al) - (am am)
-(aﬂl' al) REAA (a.m’ RM)
formada por los productos escalares de los vectores a,, ..., a, de
un espacio bilineal métrico &, se Hama matriz de Gram del sistema
a;, ..., a, La matriz de Gram correspondiente a unos vectores
ay, ..., a, que constituyen una base del espacio £, se llama sim-

plemente matriz de la funcion bilineal principal @(x, y)={(x, y)
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calculada en esta base. De aqui se deduce que las matrices de
Gram correspondientes a diferentes bases del espacio son congruen-
tes y, por consiguiente, son del mismo rango.

En la teoria de los espacios unitarios desempefia un papel
importante el concepto de ortogonalidad de vectores. Este concepto
se extiende directamente al caso de espacios bilineales métricos.

Sea & un espacio bilineal métrico corriente o hermitiano. Se
dice que un vector a de £ es ortogonal a un vector b, si (a, b)=0.
Si a es orogonal a b, ello no significa todavia que b sea oriogonal
a a, ya que en el caso general (a, b) 5= (b, a). Por esto a veces se
dice, para una mayor claridad que a es orfogonal a b a la izquierda
y que b es oriogonal a la derecha a a. De las leyes distributivas (1)
y (2) se deduce que siendo g ortogonal a varios vectores a,, ..., a,.
el vector a serd ortogonal a cualquier combinacién lineal de los
mismos. De aqui resulta, a su vez, que el conjunto de los vectores
de un es,uacio% ortogonales todos ellos a la derecha a los vecfores de
un sistema I constituye un subespacio lineal del espacio £. Indica-
remos este subespacio por ML. El conjunto de los vectores de £
ortogonales a la izquierda a I también es un subespacio lineal
que indicaremos -L%L

Diremos que un vector x es iséiropo a la {zquierda en el espa-
cio €, si es ortogonal a la izquierda a todos los vectores de £, E)
subespacio 1€, formado por todos los vectores isétropos a la iz-
quierda de £, se llama subespacio isétropo a la izquierda de &. Analo-
gamente se definen los vecfores isotropos a la derecha y el subespacio
isétropo a la derecha 2L,

TEOREMA 1. Las dimensiones de los subespacios iséiropos a la
izquierda y a la derecha son iguales y coinciden con el defecto de la
matriz de la forma métrica (x, y) calculada en una base cualquiera.
Por consiguiente, la diferencia entre la dimension del espacio y la
dimension de los subespacios isotropos el igual al rango de la forma
bilineal métrica; un espacio bilineal métrico es no degenerado cuando,
y solo cuando, no contiene vectores iséiropos no nulos.

Tomemos para la demostracién una base de 2. Entonces los
vectores x isdtropos a la izquierda deben verificar para cualquier y

de £ la relacién
(x, yy=[x] A[g]" =0, (10)

donde A es la matriz de Gram de la base tomada. Pero de (10) se
deduce que
[¢(] A=0

(aqui O es la fila nula), es decir los vectores isétropos a la fz-
quierda forman el nicleo de la aplicacion lineal de matriz 4 (p. 10.1)
y la dimensién del nicleo de una aplicacién lineal es igual al
defecto de la matriz de la aplicacién. Analogamente comprobamos
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que la dimensién del subespacio isétropo a la derecha es igual a la
dimensién del nicleo de la aplicacién lineal de matriz transpuesta
A’ y, por consiguiente, coincide con el defecto de ia matriz A que
es lo que se queria demostrar.

Todo subespacio lineal % de £ puede ser considerado por si sélo
como un espacio bilineal métrico hermitiano o corriente, respecti-
vamente, respecto al mismo producto escalar que opera en £. En
el caso general, si £ es no degenerado, ello no implica fodavia que
sus subespacios sean no degenerados y reciprocamente, si un subes-
pacio ¥ es no degenerado, esto no implica que todo el espacio
sea no degenerado.

TEOREMA 2. Si 9 es un subespacio no degenerado del espacio L,
para £ tienen lugar las descomposiciones directas

=T AL =LY 9. (11)
Reciprocamente, si al menos una de las descomposiciones (11) es vdlida,
el subespacio N es no degenerado.

Efectivamente, la interseccion A NML es el subespacio isotropo
a la derecha de 2[. Como 2 es no degenerado, tenemos ANUL=0
y, por consiguiente, la suma A 4L es directa.

Sea ahora ¢ un:vector cualquiera de £. Tomemos

(ap =v; (=1, ..., m),
donde a,, ..., @, es una base de 2. El sistema auxiliar de ecua-

ciones
(aj‘ ﬂ.) E]"‘(a,‘: a%) §a+'-- +(.a,i‘! am}ﬁm=."}
(/=1 ..., m

puede ser resueito respecto a &, ..., §,, ya que su determinanie
es el determinante de la matriz de Gram del sistema a, ..., a, y
es diferente de cero debido a que I es no degenerado. El vector
a=§a -+...+E.a, pertenece a A y, ademas,
(a,"! c——a)=0 (1‘==11 <e.y m),

es decir, ¢ —a€9L. Puesto que para todo ¢ es vilida la descom-
posicion

c=a+{c—a) @EAyc—act),
resulta que £ es la suma de W y AL que es lo que se queria
demostrar.

Unos espacios bilineales métricos sobre un mismo cuerpo con-
mutativo de coeficientes se llaman isomorfos, cuando entre sus ele-
mentos se puede establecer una correspondencia biyectiva que trans-
forma una suma de vectores en la suma correspondiente, el producto
de un nimero por un vector en el producto del mismo nimero por
el vector correspondiente y el producto escalar de un par de vecto-
res en el producto escalar del par de vectores correspondientes.
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De la dltima condicion se ve, en particular, que en una corres-
pondencia isomorfa las matrices de Gram de los sistemas correspon-
dientes de vectores coinciden. Viceversa, si en dos espacios bilinea-
les métricos sobre un mismo cuerpo conmutativo existen bases con
tas mismas matrices, los espacios son isomorfos.

Para los espacios lineales corrientes y unitarios hemos demostrado
antes que existe un espacio Ginico, salvo un isomorfismo, de dimen-
si6n n. Para los espacios bilineales métricos la situacion es mas
compleja.

Demostremos, ante todo, la siguiente afirmacion casi evidente:

TEOREMA 3. Unos espacios bilineales métricos sobre un mismo cuerpc
conmutativo son isomorfos cuando, y sélo cuando, las matrices de Gram
unas bases arbiirarias, escogidas en esfos espacios, son congruentes.

La necesidad es clara, ya que las matrices de Gram de todas
las bases de un espacio dado son congruentes y las matrices de Gram
de las bases correspondientes de espacios isomorfos coinciden. Por
otro lado, si A y B son las matrices de Gram de unas bases de
unos espacios € v &, y A y B son congruentes, en £ existe tam-
bién una base de matriz B, de acuerdo con los resultados del punto
anterior.

El teorema 3 significa que el problema de la clasificacion de
espacios bilineales métricos no isomorfos es idéntico al problema de
la clasificacién, salvo una congruencia, de las formas bilineales;
este problema ha sido ya examinado en el p. 23.3. Nos limitaremos
aqui a enunciar, en términos de la teoria de espacios bilineales
métricos, algunos corolarios de los resultados del punto mencionado.

Los espacios bilineales métricos reales no degenerados de métrica
simétrica (x, ¥)=(y, x) se llaman seudoeuclideos.

La matriz de Gram A de una base arbitraria de un espacio
seudoeuclideo es simétrica real. Segin el teorema 1 del p. 21.3, Ja
matriz A es congruente a una matriz diagonal con los nimeros
+1 o —1 en la diagonal principal. En ofras palabras, en todo
espacio seudoeuclideo de dimensién n existe una base en la que el
preducto escalar de los vectores de coordenadas &, ..., , vy 0, ..., ",
se expresa mediante la forma

(xl y)=§1“1'+' “an +§:le_§$'|'l MNebp=— - _"'En’]n‘

El niimero c=s—(n—s) se llama signatura del espacio.

Por consiguiente, los espacios seudoeuclideos se determinan, salvo
un isomorfismo, por su dimensidn y su signatura. Ademis, paia
cualquier n >0 y cualquier s (0= s<Cn) existe un espacio seudoeu-
clideo de dimension n y de signatura s—(n—s).

Los espacios bilineales métricos no degenerados de métrica anti-
simétrica {(x, y)=—(y, x} se llaman simpliciales.

La matriz de Gram de una base de un espacio simplicial es
anlisimétrica y por esto, debido al p. 15.5, es congruenfe a una
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matriz celular diagonal con células de lipodg__?é a lo largo de

la diagonal principal. Por consiguiente, la dimension de un espacio
simplicial es siempre un ndmero par y para fodo n existe, salvo un
isomorfismo, un espacio simplicial tinico de dimensidn 2n. En todo
espacio simplicial de dimensién 2n existe una base en la que el pro-
ducto escalar es de la forma

) =M —EM 4 - - A+ Eumy Man—Ban Men1e

donde &, ...,8u ¥ Ny, ...y Mo SOn las coordenadas de los vecto-
res x e y.

Un espacio bilineal métrico complejo no degenerado de métrica
siméirica se llama euclideo compliejo. Puesto que toda forma bilineal
simétrica regular se puede reducir sobre el cuerpo de los nfimeros
complejos a la forma de matriz unidad, para toda dimensién n
existe, salvo un isomorfismo, un espa:io euclideo complejo tinico.
En fodo espacio euclideo de dimension « existe una base en la que el
producto escalar es de la forma

(x, gy =8m+E&m ... +EM,

Finalmente, los espacios complejos no degenerados de métrica

simétrica hermitiana (x, y)=(y, x) se llaman seudounifarios. Del
teorema 2 del p. 21.3 se deduce que en fodo espacio seudounitario
de dimensidn n existe una base en la gque el producto escalar es de la
forma

= =8+ FEM—Ee Nery— . . . — BN,

El nimero 6=s—(n—s) se llama signafura del espacio seudou-
nitarie. Con la dimensién n determina, obviamente, el espacio
seudounitario, salvo un isomorfismo.

En cuanto a la clasificacion de espacios bilineales métricos com-
plejos no degenerados cualesquiera, ésta se obtiene en base al tfeo-
rema 4 del p. 23.3. Para caracterizar el espacio es necesario en
este caso escribir el conjunto de divisores elementales sujeto a las
condiciones indicadas al final del p. 23.3.

24.3. Funciones bilineales en espacios bilineales métricos. En el
punto anterior hemos logrado geometrizar la teoria de una funcién
bilineal, definida sobre un espacio lineal ®, gracias a que hemos
considerado los valores de la funci6n bilineal como los productos
escalares de los vectores, definiendo asi una métrica especial en £.
Analogamente, para geometrizar la teoria de pares de funciones bili-
neales, definidas sobre un espacio lineal £, una de ellas se foma
como la funcién métrica y la otra se considera como una funcién
bilineal definida sobre un espacio bilineal métrico. Esta claro que
el par ¢(x, ¥), ¢, (x, 4} y el par @(x, y), ¢,(x, y) serin ahora seme-
jantes respecto a los automorfismos de un espacio lineal 2 cuando,
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y sdlo cuando, la funcién @, (x, y) puede ser reducida a la funcién
@, (x, y) mediante un automoriismo del espacio bilineal métrico & de
funcién métrica principal ¢ (x, y).

Es mas, en los espacios b[l!‘i'neales métricos no degenerados es
posible relacionar biyectivamente con toda funcién bilineal una
aplicacién lineal del espacio. Puesto que esta relacion no depende
de como se escoja la base, resulta asi que el estudio de las funcio-
nes bilineales equivale al estudio de las aplicaciones lineales de
espacios bilineales métricos. Desde el punto de vista de la teoria
de espacios lineales, esto significa que el estudio de pares de fun-
ciones bilineales, de las cuales una es no degenerada, equivale al
estudio de pares formades por una funcién bilineal no degenerada y
por una aplicacién lineal.

Sea, pues, £ un espacio bilineal métrico no degenerado hernii-
tiano o corriente.

TEOREMA 4. Toda funcion lineal f(x) definida sobre & puede ser
representada univocamente en la forma (x, a).

Efectivamente, la condicidn f(x)=(x, a) equivale al sistema de
relaciones

(a)" a}=f(a_,l’j (]b 1; "‘rn}v (12)

donde a,, ..., a, es una base de £ Tomando a=%ta,+...+E.a,
y considerando (12) como un sistema de ecuaciones respecto a
€, ..., E, vemos que éste es un sistema de n ecuaciones lineales
con n incégnitas de determinante diferente de cero, ya que el altimo
es el determinante de la matriz de la forma principal en la base
escogida. Por consiguiente, las ecuaciones (12) tienen una solucion
Tinica,

Igual que esto ha sido hecho en el p. 18.2 para los espacios
unitarios, el teorema 4 puede ser empleado para introducir en £ el
concepto de la aplicacién conjugada.

Consideremos una aplicacion lineal cualquiera . de este espacio.
La expresién (x.{, a) representa para todo vector dado a una fun-
cién lineal de x. Segfin el tecrema 4, en el espacio £ existe un
vector determinado & tal que

(xA, a)=(x, b) (13)

para todo x. Indiquemos por .£* la aplicacion que transforma a en 6.
Fntonces b=aA* y la igualdad (13) puede ser representada en la
orma

(xA, a)=(x, aA*). (14)

La aplicacion £* se llama conjugada a la derecha de . La propie-
dad (14) caracteriza plenamente la aplicacién conjugada a la derecha,
Efectivamente, si para una aplicacién 3B tenemos (x, a)=(x, aB)
cualesquiera que sean a y x, comparando esta igualdad con (14)
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encontramos la relacién (x, ad*—a®B)=0 de la cual resulta que
aAd*—a®B es un vector isdtropo del espacio £. Puesto que £ no
contiene vectores isotropos no nulos, tenemos a4*~—aB =0y A*'=5B

Repitiendo los razonamientos del p. 18.2 es fécil demostrar
que «£* es lineal y que son validas las férmulas corrientes

(A4 B) = A"+ B, (15)

(ARB)* = B*A*, (16)

(o) = o d® (7

para los espacios bilineales métricos corrientes y las férmulas (15},
(16) y

() = cd* (18)

para los espacios bilineales métricos hermitianos,

Resolvamos ahora el problema sobre la relaciéon que existe entre
las matrices de la aplicacion 4 y de su conjugada a la derecha .¢*.
Tomemos para ello una base en £ e indiquemos las matrices de las
aplicaciones 4 y 4* por A y B, respectivamente. Sea £ un espacio
corriente. Basindonos en las formulas (6) del p. 24.1, obtenemos

(xA.a)=[xA] G[a] = [x] AG [a]’,
(x,a4*)=[x] G [a*]" = [x] GB' [a]',
donde G es la matriz de Gram de! espacio £ en la base escogida,

De aqui
AG=GB' y B'=G"1AG. (19)

En el caso de espacios bilineales métricos hermitianos las formu-
las (19) se sustituyen por las relaciones

AG=GB" y B =G"*AG. (20)

Hemos visto que en los espacios unitarios existen sistemas orto-
normales de coordenadas. En estos sistemas la matriz de Gram se
convierte en la matriz unidad y las relaciones (20) nos ofrecen el
resultado conocido (p. 18.2): B'= A.

Hemos definido hasta el momento sélo la aplicacién conjugada
a la derecha. Es obvio que de la misma forma se puede introgucir
también la aplicacién conjugada a la izquierda. Es decir, sea «
una aplicacién lineal de L. Repitiendo los razonamientos realizados
anteriormente, veremos que en £ existe una aplicacién finica € que
cumple la igualdad

(x, ad) = (x€, a)

cualesquiera que sean x y a.
La aplicacién € es lineal. Convedremos en llamarla conjugada
a la izquierda de £ y en indicarla por *#.
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Si la métrica de & es siméirica o antisiméfrica, las aplicaciones
conjugadas a la derecha y a la izquierda de cualquier aplicacion lineal
coinciden, ya que

(xAY, ) = =y, xA") = £ (YA, X) =(x, yA) = (x*4, y).

Pasando a la consideracion de las funciones bilineales sobre 2,
observemos ante todo que el valor de la expresién (x., y), donde .Z
es una aplicacion lineal, representa una funcién bilineal y, respecti-
vamente, una funcion bilineal hermitiana en .

Si las aplicaciones lineales A y B son diferentes, las funciones
bilineales correspondientes (xA, y) y (x5, y) también son diferentes.

En efecto, lo contrario significaria que (x4, y)=(xB, y) para
todos los x e y de £ De aqui resultaria (xd —xB, y)=0 para
todos los valores de y, es decir, x.f—x3B seria un vector Isétropo
a la izquierda. Puesto que £ no contiene vectores isétropos no nulos,
tendriamos x4 =x33, es decir, A4 =3B.

Probemos ahora que foda funcidn bilineal f(x, y) definida sobre 2
puede ser representada en la forma (x4, y), donde A es una aplica-
cion lineal del espacio L. En esta proposicion debe comprenderse
por f(x, ) una funcién corriente, si  es un espacio bilineal mé-
trico corriente, y una funcién hermitiana, si £ es un espacio bilineal
métrico hermitiano.

Efectivamente, para todo valor dado de g, {(x, ) es una funcién
lineal de x. En virtud de! teorema 4, esto significa que para {odo y
existe un vector 2z, determinado univocamente, tal que la relacién
fix, y) =(x, 2) es valida para cualesquiera valores de x, Indiquemos
por 33 la aplicacién que transforma y en z; entonces

f(x, y)=(x, yB). 21
En el caso de un espacio bilineal métrico hermitiano tenemos

F (e, oy, Bys) =of (x, y) +Bf (¢, 1) =0 (%, 4, B)+B (%, 4,B) =

) = (%, o (4, B) -+ P (9,5B)).

Por otro lado, debido a (21),
flx, ay, -+ ﬁys) ={(x, (ay,+By,) B).

De aqui tenemos

(ot + Bye) B=a (4,8) + B (4.B),

es decir, 93 es una aplicacién lineal. Lo mismo tiene lugar en el
caso de los espacios bilineales métricos corrientes. Indicando por 4
la aplicacion conjugada a la izquierda de B, podemos representar (21)
en la forma f(x, y) =(x.4, y). Hemos obtenido, pues, el teorema
siguiente:

TEOREMA 5. Si £ es un espacio bilineal métrico no degenerado co-
rrienfe g hermitiano, la expresion (xA, y), donde A es una aplicacidn

19— 1R43
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lineal del espacio ®, representa una funcién bilineal corriente o her-
mitiana, respectivamente, sobre . Viceversa, para_toda funcion bili-
neal f(x,y) corriente o, respectivamente, hermitiana definida sobre ¢
existe una aplicacion lineal A de este -espacio, determinada univoca-
mente, tal que [(x, y) =(xA, y) para cualesquiera x e y de .

El teorema 5 establece una correspondencia biyectiva entre las
funciones bilineales y las aplicaciones lineales de los espacios bili-
neales métricos no degenerados que permite reducir el estudio de
las funciones bilineales al estudio de las aplicaciones lineales de
estos espacios. Desde el punto de vista de la teoria de pares, el
teorema 5 signiiica que el estudio de los pares de funciones bilinea-
les, al menos una de las cuales es regular, puede ser reducido al
estudio de los pares mixtos compuestos de una funcién bilineal
regular y de una aplicacién lineal.

Veamos cémo estdn relacionadas las matricés de una funcién
bilineal f(x, 4} y de su correspondiente aglicacién lineal . Tome-
mos en £ una base cualquiera y sean y A las matrices de la
funcién f(x, y) y de la aplicacion ., respectivamente. Tenemos,
segiin la férmula (6) del p. 24.1,

Fee, =[x Flg) v (x4, 9)=[x4]GC [9) =[x] AG [y]',
de donde
F=AG, (22)

donde G es la matriz de Gram del espacio £ en la base escogida.
Es fécil comprobar que esta férmula tiene lugar también en el caso
de los espacios bilineales métricos hermitianos.

Una aplicacidn lineal .4 de un espacio bilineal métrico £ se
llama simétrica si

(xA, 9‘) == (x, yA) (23)
cualesquiera que sean x e y de €. Una aplicacion £ se llama antisi-
métrica si

(x4, y)=—(x, yA). (249

Comparando (23) y (24) con las iérmulas que definen las aplicaciones
conjugadas a la derecha y a la izquierda, obtenemos en lugar de
(23) y (24) las reiaciones equivalentes

A=A*="4, (25)
A=—f*=—"4. (26)
Sea £ un espacio de métrica siméirica y sea £ una aplicacién

lineal simétrica del espacio 2. La funcién bilineal correspondiente
a la aplicacion £ es de la forma

i, yy=(x4, y)
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Si el espacio £ es corriente se tiene
f(x! y}z(x"e’ n=(y, xA) =(yA, x)=f(g, X).
Si el espacio £ es hermitiano, tenemos respectivamente

[, 9)=(xd, g) =y, xA) =(yA4, X) =F(y, %).
Por consiguiente, f{x, y) es en ambos casos una funcién simétrica.
Los mismos razonamientos muestran que la simetria de f(x, y)
implica la simetria de la correspondiente aplicacién lineal . Ana-
logamente, la antisimetria de la aplicacién 4 equivale a la anti-
simetria de la correspondiente funcion f (x, y).

Si la métrica del espacio ¥ es antisimétrica, la relacién entre
la simetria f la antisimetria de las aplicaciones lineales y de las
[unciones bilineales es la inversa: a las aplicaciones simétricas les
corresponden funciones antisimétricas y a las aplicaciones antisi-
métricas les corresponden las funciones simétricas. Efectivamente,
si « es una aplicacién simétrica de un espacio bilineal métrico
corriente & provisto de una métrica antisimétrica, tenemos

F(x, 9) =(xd, y) = — (Y, xd)=— (yk, x) = — [ (4, x).

Anilogamente se demuestran las demas afirmaciones. Hemos llegado
asi al teorema siguiente:

TEOREMA 6. Si £ es un espacio no degenerado corriente o hermitiano
provisto de una métrica simétrica, a las funciones bilineales simétri-
cas les corresponden aplicaciones lineales simétricas del espacio £ y a
las funciones antisimétricas les corresponden aplicaciones antisimétri-
cas. Si la métrica del espacio & es antisimétrica, al contrario, a las
funciones antisimétricas les corresponden aplicaciones simétricas y a
las funciones simétricas les corresponden aplicaciones aniisimétricas.

Volviendo a la teoria de pares, vemos del teorema 6 que el
estudio de los pares de funciones bilineales simétricas o antisimétricas
equivale al estudio de las aplicaciones lineales simétricas o antisi-
métricas en los espacios de métrica simétrica o antisimétrica.

Ejemplos y problemas

1. La matriz de Gram de un espacio métrico bilineai £ en una base aj, a,,
as ¥y &, es igual a S

2 0 T %
3 =2 0 1
1 -1 5 3

Demuéstrese que el subespacio isétropo a la izquierda de R tiene la base
ay+a,—ag ¥ k.ia,-i-ﬁaa—'fa‘ y que el subespacio Isétropo a la derecha tiene la
base 2a,+4-3ay—ay y a,+a;—a,.

[
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2. Para que un espacio bilineal métrico se descomponga en una suma directa
de subespaclos orlogonales a ambos lados es necesario y suficiente que su matriz
de Gram se descomponga en una base.

3. SI la matriz de Gram de un espacio bilineal métrico no degenerado £
es G, ta aplicacién lineal de matriz G'G-! del espacio £ es un aultomoriismo
del mismo,

4. Demuésirese que cualquiera que sea un subespacio no degenerado ¥ de
un espacio bilineal métrico £, las dimensiones de U+ y de L9 son iguales a la
diferencia de las dimensiones de £ y de Y. Demuéstrese, en particular, que
L(gd) = (L)L =91,

5. Tado espacio provisto de una métrica simétrica o antisimétrica es una
suma directa de unos subespacios isétropo y no degenerado.

6. Si en un espaclo bilineal métrico ¥ son equivalentes los conceplos de
orlogonalidad a la derecha y a la izquierda, £ es o bien un espacio de métrica
simétrica o bien un espacio de métrica antisimétrica.

7. Las funciones ¥ que cumplen la identidad

B (cex+ o) +op (x— Ba) = (1 - aB) (b () Bop ()

y sélo estas funciones, son cuadréticas sobre un espacio lineal.

8. Sea / una matriz cuadrada fija. Una matriz A se llama [-orfogonal, si
AlA'=1, se llama [-simétrica, si Al=14A"', y se llama [-antisiméfrica, si
Al =—IA’. Demuéstrese que si en una base de un espacio bilineal méirico la
matriz de Gram coincide con /, en esta base las aplicaciones isométricas tienen
matrices f-ortogonales y las aplicaciones simétricas y antisimétricas tienen ma-
trices /-siméiricas e /-antisimétricas, respectivamente.
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Capitulo VII Aplicaciones lineales
de espacios bilineales
meétricos

En el capjtulo presente serd considerada la clasificacién de los
principales tipos de aplicaciones lineales (simétricas, .antisimétricas
e isométricas) de espacios provistos de métrica bilineal. La relacién
que existe entre esta clasificacion y la clasificacién de los pares de
formas bilineales ha sido explicada en el § 24 del cap. VI y se
supone que el lector que pase al estudio de este capitulo estad fami-
liarizado con los resultados de aquel parégrafo.

En este capitulo, al igual que en el anterior, se supone que
todos los espacios que aqui aparecen son espacios sobre un cuerpo
conmutativo (pero no sobre un cuerpo cualquiera).

§ 25. Tipos principales de aplicaciones lineales

25.1. Automorfismos. Segiin el p. 24.2, una aplicacién lineal

regular 9 de un espacio bilineal métrico £ se llama aufomorfismo
del espacio £, si U no altera la magnitud del producto escalar, es

decir, si
(U, yU)=(x, y) (1

para fodos los x e y de 2. Los automorfismos del espacio £ tam-
bién se llaman a veces aplicaciones isoméiéricas del mismo. Empleando
los conceptos de las aplicaciones conjugadas a la derecha y a la
izquierda, podemos representar la relacién (1) en la forma

(* g) =(xU, yU) = (x, yUU*) = UL, y),

de donde se tiene

YU = WU = &. 2

Estd claro que, reciprocamente, la relacion (2) implica la relacién (1).
Por consiguiente, para gque una aplicavion lineal U de un espacio
bilineal métrico no degenerado sea un automorfismo es necesario y
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suficiente que ambas aplicaciones conjugadas de U coincidan con la
inversa de U,

Tomemos en £ una base e indiquemos por U la matriz de la
aplicacién U. Si el espacio £ es corriente, la relacion (1) se con-

vierte en
[x] UGV’ [9] =[] G [9".
donde G es la matriz de Gram. De aqui resulta
UGl =4. (3)
Si el espacio & es hermitiano, de (1) se tiene

(UG []' =(x] G [7]".
es decir,
UGU' =4G. )

Las igualdades (3) y (4) representan las condiciones que deben
cumplir las malrices de las aplicaciones isoméiricas de los espacios
bilineales métricos no degenerados corrientes y hermitianos, respec-
tivamente.

Dos aplicaciones lineales £, ¥ 4, de un espacio bilineal métrico &
se llaman isomorfas, si existe una aplicacién isomorfa U del espacio £
sobre s:) lénismo que fransforma «, en 4£,. Tenemos, de acuerdo con
el p. 10.2,

Ay, =UtA A (5)

La aplicacién A es un automnorfismo del espacio £ y, por ello, la
relacién (5) significa que el isomorfismo de las aplicaciones lineales
de espacios bilineales métricos equivale a la semejanza de las mismas
respecto a las aplicaciones isoméftricas. De aqui se deduce, en virtud
de los resultados del p. 15.3, que las aplicaciones lineales isomorfas
tienen factores invariantes iguales. En el caso general, este criterio
no es suficiente para el isomorfismo de unas aplicaciones. Sin em-
bargo, la situacion es diferente, si se consideran aplicaciones simé-
tricas, antisimétricas o isométricas.

TEOREMA 1. Sea £ un espacio no degenerado corriente sobre ef cuerpo
de fodos los ndmeros complejos provisic de una méirica simétrica o
antisimétrica. Entonces para el isomorfismo de unas aplicaciones si-
métricas, anltisimétricas o isoméiricas del espacio R es necesario y
suficiente que los factores invariantes de estas aplicaciones coincidan.

La necesidad ha sido demostrada anteriormente y, por esto, con-
sideraremos sdlo la suficiencia. Sean 4, y «, las aplicaciones lineales
dadas. Por hipétesis, los factores invariantes de 4, y de 4, coin-
ciden y, por consiguiente,

Ay=F "l (6)
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donde o7 es una aplicacién lineal regular del espacio 2. Pasando en
ambos miembros a las aplicaciones conjugadas, obtenemos?’

As = AT ()]
Si /£, ¥ A, son simétricas o antisimétricas, se tiene 4] ==x A, y
A== A, y (7) se convierte en

Ay =T A, T (8)
En cambio, si «&; y £, son isométricas, tenemos «f=A4y!
Az =A;'. Introduciendo estos valores en (7) y elevando el resultado
a la potencia —!1, obtenemos de nuevo (8). Debido a (6) y (8)
tenemos & ', =T *A4,F*"?, de donde

Ay FF* =TT A, (9)

De (9) se desprende directamente que

A AT TV =(TT*V ity (k=1,2 ...)

¥, en general,
Ay f(TT)=F(TT*) A,

donde f(A) es un polinomio arbitraric (compérese con el p. 23.2).
Segin el teorema sobre la extraccién de la raiz cuadrada (p. 16.3),
el polinomio f(X) se puede escoger de modo que

FHTT*)V(TT) =T,
Tomando
D=f(FT* vy U=D\F,
obtenemos
D ={[(FIT*)N =f (T IT*) =D,
U =F D1 =T D1,
U =D V\FTIT*D ' =D~ [ (FTIT*V D1 =D 'P*D~ =&

Por consig:uiente, U es una aplicacién isométrica. Al mismo tiempo
de A4, D =DA, se deduce que ; .

U U =T DA, DT =5 ', DD 'F =F U, T =,

que es lo que se queria demostrar.

El teorema 1 muestra que en los espacios euclideos complejos,
asi como en los espacios complejos simpliciales, para clasificar,
salvo un isomorfismo, las aplicaciones simétricas, antisimétricas e
isométricas es suficiente saber qué divisores elementales pueden
contener estas aplicaciones.

4 Como la métrica dé £ es simétrica o antisimétrica, las aplicaclones con-
jugadas a la derecha y a la lzquierda coinciden,
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TEOREMA 2. Si una aplicacion isométrica U de un espacio bilinsal
métrico no degenerado corriente @ contiene k veces el divisor elemen-
tal (h—a)™, la aplicacion U contiene también k veces el divisor ele-
tmental (h—o=1)".

La afirmacién del teorema no tiene contenido para @ === 1. Por
esto aceptaremos que @ 5= 4-1. Tomemos en £ una base e indiquemos
}Jjor U la matriz de la aplicacion 4. En virtud de (3), tenemos

GU' =G, donde G es la matriz de Gram. De aqui resulia

U'=G6"~G. (10)

Los divisores elementales de la matriz {/' coinciden con los divisores
elementales de la matriz U, La {érmula (10) muestra que, a su
vez, los divisores elementales de la matriz U’ coinciden con los
divisores elementales de la matriz U-' (comparese con el p. 15.3).
Es decir, los divisores elementales de la matriz U/ deben ser los
mismos que los de la matriz U/-'. Pero, segin el teorema sobre
los divisores elementales de las funciones (p. 16.4), los divisores
elementales de la matriz U/~? se obtienen de los divisores elemen-
tales (A—a)™ de la matriz U sustituyendo @ por a~'. Por consi-
guiente, si en todo divisor elemental de tipo (A—o)™ de la matriz U
sustituimos a por a~!, obiendremos de nuevo un divisor elemental
de la matriz U que es lo que se queria demostrar.

En el caso de espacios bilineales métricos hermitianos la rela-
cion (10) se convierte en

U =G-U-1G,

Con arreglo a esto también cambia la afirmacién sobre los divisores
elementales: s (A—a)™ es un divisor elemental de multiplicidad & de
una aplicacion isométrica de un espacio bilineal méirico no degenerado
hermitiano, la expresidn (h—&=')" también serd un divisor elemental
de multiplicidad k de esia aplicacidn. La demostracién es la misma.

TEOREMA 3. Sean a y b dos vectores radicales de una aplicacion
isométrica U de un espacio bilineal méfrico corriente . Si los va-
lores propios a y B, a los que corresponden estos veclores, no son
reciprocamente inversos, es decir, si afi 551, los veclores a y b son
ortogonales. Andlogamente, si £ es un espacio bilineal méirico hermi-
tiano y af 5= 1, los vectores a y b son fambién ortogonales.

La demostracién es la misma tanto para los espacios corrientes
como para los hermitianos. Por esto consideraremos sélo los espacios
corrientes. Por hipotesis,

alad—Uy =0y b(PE—U) =0 (afp==1), (11)

donde s y f son unos nimeros enteros no negativos. Debemos de-
mostrar que de las relaciones (11) se desprende la igualdad (a, b)=0.
Realizaremos la demostracion por induccién seglin los valores de
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la suma s-+¢. Sis—+£=0, se tiene s =f =0 y de las relaciones (11)
resulta a=b =0, de donde (a, b)=0.

Supongamos ahora que tenemos dado un valor de la suma s+-¢
y que para todos los valores menores que esta suma la afirmacién
ha sido ya demostrada. Tomemos

a(aE—U) =a, y b(BE—U) =b,.
a, (a6 —UP=1 = a (af—U) =0,
b, (B —U)'~2 =b (B — W) =o,
tenemos por induccién
(a, b)) =(a,, b)={a,, b)) =0.
Pero la igualdad (a, b,)=0 implica que {(a, b (B&—U)) =0, es decir,

Puesto que

(@, bU) =P (a, b). (12)
Anilogamente, de la igualdad (a,, b)=0 se deduce:
(e, b) =e(a, b). (13)

Finalmente, de la igualdad (a,, #,) =0 resulta:

0=(a(adf—U), b (& —AU) =
=af (a, b)—a(a, bU)—P (a¥, b)+ (aU, bT),

de donde, debido a (12) y (13), obtenemos
=—cafla, )+ (a, b). (14)

Puesto que aff %1, la igualdad (14) ofrece la relacién requerida
(a, b) =0.

TEOREMA ¢ Si 4 es una aplicacién isoméirica, simétrica o anti-
simétrica del espacio ® y el subespacio N es invariante respecto a A,
los subespacios ortogonales a U a la derecha y a la izquierda son
también invariantes respecto a A.

Sea .4 una aplicacion isométrica del espacio &. El subespacio
ortogonal a la derecha (L estd formado por los vectores b que
cumplen la relacién (a, b)==0 cualquiera que sea a de 2. Puesto
que £ es una aplicacién regular, el subespacio U es invariante
también respecto a .£~!. Por consiguiente, el vector a4-* perte-
nece a %, de donde tenemos {(a4~*, &)=0. Pero

(ad=*, by=(aA='A, bA)=(a, bA);

es decir, (@, bA)=0 para todo a de 2. Por consiguiente, el vector
bA figura en 9+ y el subespacio AL es invariante respecto a 4.
También sencillas son las demostraciones de las demas afirmaciones.

TEOREMA 5. Supongamos gue un espacio bilineal métrico corriente
o hermitiano & se descompone en una suma directa de sus subespacios
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£, 8, ..., & ortogonales a ambos lados. Si todos estos subes-
pacios son invariantes respecto a una aplicacion lineal A del espacio @
y si la aplicacién A es isométrica o, respectivamente, siméirica o
antisimétrica sobre cada uno de los subespacios 2,, ..., ®,, la apli-
cacidn A serd del mismo tipo sobre el espacio L.

Este teorema explica cémo pueden emplearse las descomposi-
ciones directas para el estudio de las propiedades de las aplicacio-
nes lineales de los tipos sefialados. Su demostracion es evidente y
gueda a cargo de] lector.

25.2. Aplicaciones simétricas y antisimétricas. Recordemos que
una aplicacién .4 de un espacio bilineal métrico corriente o hermi-
tiano se llama siméirica si

(x‘/{v y)‘:(xl yv’z)

para cualesquiera x e y de £,

TEOREMA 6. Los vectores radicales a y b correspondientes a dife-
rentes valores propios p y o de una aplicacién simétrica JA de un
espacio bilineal metrico corrientfe o hermitiano son ortogonales.

Efectivamente, tenemos, por hipdtesis,

a(pf—uA)' =0 y b(cd—u)=o, (15)
donde s y { son unos numeros enteros no negativos. Debemos de-
mostrar que de (15) se desprende la ortogonalidad de los vectores
a y b. Realizaremos la demostracién por induccién segin los valo-
res de la suma s+ . Para s+ f=1 o bien s o bien 7 es igual a
cero y, por consiguiente, o bien a=o 0 bien b=o0, de donde (a, b) =0,

Supongamos ahora que tenemos dado un valor de la suma s+ ¢
Y que para todos los valores menores que esta suma la afirmacién
ha sido ya demostrada. Sea

ag=a(pf—dA) y b =>b(0é—.A).

Tenemos
2, (P8 — L)1 =a(pd — ) =0,
b (08 —A) ' =b (08 —A) =0.
Por esto, de acuerdo con la hipdtesis de induccidn, resulta
(a, b)=Aa,, B)=0, '
es decir,
ofa, b)=(a, bL) y p(a, b)=(ad, b).

Puesto que la aplicacion £ es simétrica, los segundos miembros de
estas igualdades coinciden y, por consiguiente, (6 —p)(a, b)-=0, de
donde se tiene (@, b)=0 que es lo gue se queria demostrar.

Una aplicacién 4 de un espacio bilineal métrico corriente que

cumple la relacién
(3, y)=—(x, yA)



§ 25. Tipos principales de aplicaciones lineales 299

para todos los x e y de £ se llama, de acuerdo con el p. 24.3,
antisimétrica.

TEOREMA 7. Sean a y b unos vectores radicales de una aplicacion
antisimétrica de un espacio bilineal métrico corriente correspondientes
a los valores propios p y o. Si p-+0==0, se tiene (a, b)=0.

La demostracién coincide casi textualmente con las demostra-
ciones analogas de los teoremas 3 y 6 y puede ser aqui omitida.

Las aplicaciones isométricas de un espacio bilineal métrico no
degenerado cualquiera £ estin estrechamente ligadas a las aplica-
ciones antisimétricas del mismo. Tiene lugar concretamente el si-
guiente teorema que, por la forma en la que se enuncia, coincide
plenamente con el teorema del p. 20.3 sobre la aplicacién de Cayley.

TEOREMA 8. Sea & un espacio bilineal métrico corriente o hermi-
tiano. S A es una aplicacién antisimétrica del espacio € gue no
tiene valores propios iguales a —1, la aplicacién

U= (E—A) (& +A)? (16)

es una aplicacién isométrica del espacio @ que tampoco tiene valores
propios iguales a —1 y, ademds, A se expresa mediante U por la
férmula

A= (& —U) (& +U)*. (17)

Reciprocamente, si U es una aplicacidn isométrica del espacio 2
que no fiene valores propios iguales a —1, la aplicacibn A calcu-
lada mediante la formula (17) es antisimétfrica y fampoco tiene va-
lores propios iguales a — | y U se expresa en términos de A median-
te la formula (16).

Igual que en el caso de espacios unitarios, las férmulas (18) y
(]7)%levan el nombre de aplicaciones de Cayley. L.a demostracién
de las mismas coincide textualmente con la demostracién de estas
formulas realizada en el p. 20.3 para los espacios unitarios. Por
esto omitimos aqui la demostracién. Observemos que unas férmulas

analogas
U=—(—ANE+ 4, (18)
A=(6+U)(E—Uy (19)

ofrecen una correspondencia entre las aplicaciones antisimétricas
del espacio £ que no tienen valores propios iguales a —1 y las
aplicaciones isométricas del espacio £ que no tienen valores propios
iguales a -+ 1.

Las aplicaciones de Cayley podrian reducir totalmente el estudio
de las aplicaciones isométricas al estudio de las antisimétricas, sl
no figurasen los valores propios excepcionales 4 1. La existencia
de estos valores hace necesario el estudio independiente mas deta-
Itado de las propiedades de las aplicaciones isométricas.

Para terminar demostremos que tiene lugar el feorema signiente:
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TEOREMA 9. S (A—a)™ figura k veces en el sistema de divisores
elementales de una aplicacion antisiméirica A de un espacio bilineal
métrico no degenerado corriente £, la expresion (h+a)” también
figura k veces en el sistema de los divisores elementales de la apli-
cacidn A.

Efectivamente, la matriz B de la aplicacidn conjugada .£* satis-
face la relacion (19) del p. 24.3:

B'=G"AG,

donde G es la matriz de Gram y A es la matriz de la aplicacién 4.
De aqui se ve que los divisores elementales de la matriz B coin-
ciden con los divisores elementales de la matriz A. Sin embargo,
de la condicién de antisimetria se deduce que B=— A4; por con-
siguiente, cambiando el signo de o en cada uno de los divisores ele-
mentales (A—a)™ de la aplicacién «, obtendremos de nuevo unos
divisores elementales de la aplicacién 4 que es lo que se queria
demostrar.

Elemplos y problemas

1. Sea U una aplicacibn de un espacio bilineal méirico no degenerado £
sobre si mismo que conserva e! producto escalar (@, bU)=(a, b). Demuéstrese
que U es una aplicacién lineal y, por consiguiente, isométrica del espacio L.

2. Los determinantes de las aplicaciones isométricas de los espacios bili-
neales méiricos no degenerados corrientes son iguales a + | vy los determinantes
de las aplicaciones isométricas de los espacios bilineales métricos no degenerados
hermitianos son de mddulo igual a la unidad.

3. En lodo espacio bilineal métrico no degenerado { existe una aplicacién
lineal & que satisface la condicién (x, y)=(y#, x} si £es un espacio corrien-
te, ¥ la condici6n (x, y)=(yf, x), 5i £ es un espacio hermitiano. Demués-
trese que la aplicacion & es isoméirica y que su matriz es igual a G'G-1 o
G'G=1 segln_sea £ un espacio corriente o hermitiano (G es una matriz de Gram
del espacio £).

4. Si en un espacio bilineal métrico no degenerado corriente  coinciden
las aplicaciones conjugadas 2 la derecha y a la izquierda de cualgpuier aplica-
cidn lineal, la métrica del espacio € es simétrica o anlisiméirica.

§ 26. Espacios euclideos complejos

En el paragrafo presente y en los dos que le siguen examina-
remos més detalladamente las formas elementales a las que pueden
ser reducidas las mafrices de las aplicaciones simétricas, antisimé-
tricas e isométricas de los espacios euclideos, simpliciales y seudo-
unitarios sobre el cuerpo de los niimeros complejos; estos altimos
han sido clasificados de un modo completo al final del p. 24.2.
Notemos que se traturd de determinar las formas elementales de las
matrices de las aplicaciones en unos sistemas especiales de coorde-
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nadas con la matriz de Gram bien definida, ya que sélo en esta
condicién se conocen, salvo un isomorfismo, las aplicaciones. En
el caso de los espacios euclideos unifarios y reales este problema
ha sido resuelto en el cap. V. Para el sistema especial de coorde-
nadas ha sido escogido en aquella ocasién un sistema ortonormal
de coordenadas en el que la matriz de Gram es la matriz unidad.
En el caso de espacios de tipo mas complejo es preferible tomar
para los sistemas principales o normales de coordenadas sistemas
de coordenadas con una matriz de Gram de estructura mas com-
pleja. Comenzaremos por el estudio de un espacio euclideo complejo.

26.1. Aplicaciones simétricas. Como ya hemos sefialado, se llama

espacio euclideo complejo un espacio no degenerado sobre el cuerpo
de los niimeros comglejos provisto de una métrica simétrica corrien-
te. La mafriz de Gram de un espacio euclideo complejo es regu-
lar y simétrica. Reciprocamente, todo espacio bilineal métrico
complejo con la matriz de Gram regular simétrica es un espacio
euclideo complejo. Pero todos los espacios euclideos complejos de
una dimension n dada son isomorfos y por esto en todo espacio de
esta indole existe un sistema de coordenadas con una matriz de
Gram simétrica regular cualquiera dada de antemano. En particular,
en todo espacio euclideo complejo £ existe un sistema de coorde-

nadas a,, a,, ..., @, en el que la matriz de Gram es de la forma
0... 0%

G= 0...10 (1
b ek

Convendremos en llamar normal todo sistema de coordenadas que
tenga esta matriz. Los vectores de un sistema normal de coordena-
das satisfacen las relaciones

(@ apri-p=1, (a5, a)=0 @
U'I"k;&n-{-l; f' kz'-ln sery ﬂ-)b
que también son suficientes para que un sistema sea normal.

La conveniencia de las bases normales se determina por la si-
gulente propiedad de las mismas: toda aplicacion lineal, cuya ma-
triz en una base normal es una célula de Jordan, es simétrica.

Efectivamente, por lo visto en el p. 24.3, una aplicacién 4 es
simétrica si es siméfrica la matriz AG, donde G es la matriz de
Gram de la base y A es la matriz de la aplicacién £ en esta base.
Pero realizando directamente los célculos se puede ver que al mul-
tiplicar una célula de Jordan de orden n por la matriz G se obtiene
una matriz simétrica.

Esta observacién permite demostrar inmediatamente el siguiente
teorema principal:
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TEOREMA 1. Sea dado un sistema- arbitrario de expresiones de tipo
(h—py¥™, ..., (A—p,)y"™. En fedo espacio euclideo complejo de dimen-
sion n=m,+ ...} m, existe enfonces necesariamente una aplicacion
simétrica A para la cual las expresiones senaladas constituyen el sis-
tema completo de sus divisores elementales.

En efecto, pongamos

0...01 rp’;,?ﬁﬁl
G,~ O w170 y A4,={ ... ; (3)

1...00
= = s Py

donde los ordenes de las matrices G, y A, son iguales a m;
(j=1, ..., s). Sea

G=G,4...4G, y A=A, +...}A4, ()

En un espacio euclideo complejo £ de dimensién n existe una base
de matriz de Gram igual a G. Indiquemos por £ la aplicacién
lineal de matriz A en la base sefialada. Debido a la observacion
hecha anteriormente, la matriz AG es simétrica y con ella es si-
métrica también la aplicacién 4. Al mismo tiempo de (3) y de (4)
se ve que . tiene el conjunto requerido de divisores elernentales.

En virtud del teorema 1 del p.25.1, el tecrema demostrado
resuelve completamente el probiema sobre la clasificacién, salvo un
isomoriismo, de todas las aplicaciones siméiricas de’ un espacio
euclideo complejo. En particular, de é se desprende el teorema
siguiente:

TEOREMA 2. Sea 4 una aplicacidn simétrica de un espacio euclideo
complejo . Entonces, ¢ se puede descomponer en una suma directa
de subespacios reciprocamente ortogonales invariantes respecio de A y
tales qué en cada uno de ellos existe una base normal en la gue la
matriz de la aplicacién inducida por la aplicacion o serd una célu-
la de Jordan.

Para la demostracion indiquemos por (A—p)™, ..., (A—pg )™
el conjunto de los divisores elementales de la aplicacién . Tome-
mos en £ una base a4, ..., @, tal que su matriz de Gram sea
igual a la matriz G de (4), y sea B la aplicacion lineal de matriz 4
de {(4) en la base a,, ..., g, Las aplicaciones 4 y $B son simé-
tricas y semejanfes. En virtud del mencionado teorema 1 del
p. 25.1, de aqui se deduce que existe una aplicacién isométrica U
tal que «/ =UBU-!. Entonces, la matriz de la aplicacién 4 en la

base a4, ..., a,U coincidird con la matriz de la aplicacion B en
la base a,, ..., a, es decir, coincidira con la mat.iz A. Al mismo
tiempo, la matriz de Gram de la base a, %, ..., ¢, U es G y para

la aplicacién S las afirmaciones del teorema 2 so1 evidentes.
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En una base ortonormal la matriz de una aplicacién simétrica
es simétrica. Por ello, del teorema | se deduce que existen matrices
complejas simétricas de cualquier conjunto de divisgres elementales.

26.2 Aplicaciones anfisimétricas. Sea £ una aplicacion antisi-

métrica de un espacio euclideo complejo 2. Descompongamos £ en
la suma directa de los subespacios radicales

L=, +28,+... 4L,

Agrupando Jos sumandos que corresponden a pares opuestos de valores
propios, obtenemos una nueva descomposicion de 2:

L=M+M 4 ... +M,,

donde M, es el subespacio radical correspondiente a la rafz cero
y M(i=1, ..., 1) son sumas de tipo €,-+L_.. El teorema 7 del
p.25.2 muestra que los subespacios Wi, ..., M, son reciprocamente
ortogonales y, ademds, son invariantes respecto de .. Por esto el
estudio del comportamiento de . sobre 2 se reduce al estudio del
comportamiento de esta aplicacién sobre los espacios M,, W, ..., D,
por separado. Consideremos més detalladamente el subespacio t,.
Supongamos que M, es diferente de cero e indiquemos por 4, la
aplicacién inducida en M, por ta aplicacién .. Puesto que todos
los valores propios de la aplicacién «, son iguates a cero, se tiene
A% =0, donde p es la dimensién de 9,. Indiquemos por m la me-
nor potencia de la aplicacidén £, que se convierte en cero: A% =@
y A7 5=6. Consideremos dos casos: el de m par y el de m impar.
Sea m par; entonces m—1 es impar y la aplicacin 47! es anti-
simétrica. La funcion bilineal (x.#§~!, y) es también antisimétrica.
Puesto que esta funcién es diferente de cero, en M, existe un par
de vectores a y b para el cual

(@AD", b)=1.
De la antisimetria de la aplicacién .4, se desprende que
(adl, bAl) =—(aA}™, b =...(—1)*(a, bAL*H).

En particular, se tiene (a, 647~ =(—1)"""! (@A™, b)=—1, es
decir bAF~' = 0. Pongamos

=0, G=auly ..., Q=0,_1d,,
by=b, by=budy ..., by=b,_,A,
Las relaciones
(@ Qpysn) ={—1)F"(a,, a,4")=0, (b bpsrp) =0,
(g bpasg) =(—=1y""% (a, b)=0
(k+j>m-F1; &k j=1, ..., m)
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muestran que la matriz de Gram de esta base es de la forma
* s 0 ¥oae1

LI DY

0 i U 4 s
B e ek ® g
1... 00... "ol

donde en cada una de las cuatro células todos los elementos que
figuran debajo de la diagonal secundaria son iguales a cero. El
determinanie de tal matriz es igual a == | y, por consiguiente, el

subespacio ¥, tendido sobre los vectores a,, ..., a,, b, ..., b, €s
no degenerado. Debido al teorema 2 del p.24.2, se tien
M, =N, + N+,

siendo M- de nuevo un subespacio invariante respecto de ..

Consideremos el caso en que m es impar. La aplicacién 47~ es
ahora simétrica y, por consiguiente, es simétrica su correspondienie
funcién bilineal (xA7=%, y). Puesto que esta funcién no es igual
idénticamente a cero, existe un vector @ tal que (a3, a)%0.
Pongamos

a;‘:av aizaldm ey aﬂu=am-—|‘f¢0'

El subespacio N, tendido sobre los vectores a,, ..., a, es invarian-

te respecto de £,. Su matriz de Gram en el sistema de coorde-
nadas a,, ..., a, es de la forma :

(G‘., &1) R (all Qp-y) (@1, Gp)
B (aga 'al-) - . . . fas-’ ‘Tmtl}l .0. .
,-(aml al) La i 0 0

Efectivamente,
(ap, ag)=(aAf™, adf™) = (— ) (aufP, a)y=0
para j4+ %> m--1. Ademas
(@, a)=—1(as Ap_1)=...=(ap, q)=as=0.

De aqui se ve que la matriz G es regular; por consiguiente, el
subespacio N, es no degenerado y tenemos de nuevo

M, =N, Nt

donde N es invariante respecto de ,.

Es decir, hemos despejado de I, un subespacio M, que en el
primer caso representa una suma de dos subespacios de dimensién
par y en el segundo caso es un subespacio de dimensién impar.
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Aplicando este mismo procedimiento al subespacio complementario
9N~ podremos descomponerio de nuevo en una suma directa de sub-
espacios invariantes, etc. El espacio M, resultard descompuesto
de esta forma en una suma directa de subespacios invariantes, cada
uno de los cuales serd o bien una suma directa de dos subespacios
de dimension par o bien un subespacio de dimensién impar. En esta
descomposicion a todo subespacio corresponde un divisor eletnental
de la aplicacidn 4, de forma A?, donde p es la dimension de!
subespacio. Por consiguiente, foda aplicacién antisimétrica de un
espacio euclideo complejo contiene un niimero par de veces a fodo
divisor elemental de fipo A*. Este resultado, asi como e] teorema
7 del p. 25.2, imponen ciertas condiciones al sistema de divisores
elementales de una aplicacién antisimétrica. Demostremos que estas
condiciones son suficientes para la existencia de una aplicacion
antisimétrica.

TEOREMA 3. Lgs aplicaciones antisimétricas de los espacios eucli-
deos complefos contienen los divisores elementales correspondientes a los
valores propios no nulos en forma de pares (h—a)™, (A4 @)™, los
divisores elementales de tipo AP fambién en {orma de pares AP, AF para
p par y los divisores elementales de tipo AP para p impar en com-
binaciones arbifrarias. Reciprocamente, fodo conjunto formado por un
ntimero finito de expresiones de tipo (A—o;y™ que cumple estas con-
diciones, es un sistema de divisores elementales de nna aplicacién
antisiméirica de un espacio euclideo complejo de dimension adecuada.

L.a primera parte de esta proposicion ha sido ya demostrada.
Por ello, para obtener la demostracion completa del teorema debe-
mos construir para cualquier sistema de expresiones, que cumple
las condiciones del teorema, la correspondiente aplicacién antisimé-
trica. Por analogia con el punto anterior esto se puede lograr del
modo si iente.(ﬁ todo par de expresiones (A—a;)™, (A} o) y entre
ellos a los pares con a;=0 ponemos en correspondencia las matrices

a=[5,8] v a=[6"_3].

donde D; es una matriz siméirica normal de tipo (1) del p. 26.1
y B; es la célula de Jordan de orden m; y con el valor propio a;.
Si enire las expresiones dadas figuran expresiones A2s=' que no
forman pares, les ponemos en correspondencia las matrices

0L W00 s

0...01 0—10...

- 0.....‘1.0 y A=| 01 s
1 ...00 0 —1

0
20—1843 =



306 Cap. VII. Aplicaciones lineales de espacios

de orden 2s;,— 1. Sea
G=G,+...4+G, v A=A4,+...+4, (5)

Indiquemos por & un espacio complejo de matriz de Gram igual a G.
Puesto que G es una matriz simétrica regular, el espacio £ es
un espacio compleio euclideo. Consideremos la aplicacién iineal .
del espacio £, cuya matriz es A. La funcion bilineal correspondien-
te a la aplicacion 4 tiene la matriz AG con la particularidad
de que
AG=AG,+ ...+ AQG,.

Los calculos directos muestran que las células AG,, y por ello
también la matriz AG, son antisimétricas. Por esto la funcién
bilineal y la aplicacién £ son también antisimétricas. Se ve, de
la forma de la matriz A, que los divisores elementales de la apli-
cacién o tienen los valores requeridos.

Segin el teorema | del p. 25.1, todas las aplicaciones antisimé-
tricas de un espacio euclideo complejo que tengan sistemas iguales
de divisores elementales son isomorfas. Luego, del teorema 3 se de-
duce que para toda aplicacidn antisiméfrica £ de un espacio
euclideo complejo £ existe un sistema de coordenadas en el que la
matriz de Gram G y la matriz A de la aplicacién son de la
forma (5).

26.3. Aplicaciones oriogonales complejas. Las aplica_a::iones iso-

métricas de un espacio euclideo comglejo £ suelen llamarse aplica-
ciones orfogonales complejas. Si en & se ha tomado un sistema de
coordenadas de matriz de Gram G, las matrices U/ de las aplicacio-
nes ortogonales, y sélo estas matrices, satisfacen la relacién

UGU' =G. (6)

En particular, si el sistema de coordenadas es ortonormal, se tiene
G=E y (6) se convierte en

UU'=BE.

En otras palabras, en un sistema ortonormal de coordenadas las ma-
irices de las aplicaciones ortogonales son ortogonales.

Las aplicaciones ortogonales con los divisores elementales iguales
son, seglin el teorema 1 del p. 25.1, isomorfas. Por esto para la
clasificacion de las aplicaciones orfogonales es suficiente indicar qué
sistemas de expresiones de tipo (A—a)™ pueden servir como sis-
temas de divisores elementales de las aplicaciones ortogonales. El
esquema de la solucién de este problema es el siguiente: conocamos
los divisores elementales de las aplicaciones antisimétricas; las apli-
caciones ortogonales se pueden expresar en términos de las antisi-
métricas mediante las férmulas de Cayley (p. 25.2); por consiguiente,
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empleando el teorema sobre los divisores elementales de las funciones
matriciales (p. 18.4f, podemos encontrar también los divisores ele-
mentales de las aplicaciones ortogonales. Sin embargo, al realizar
este esquema debe tfenerse en cuenta la existencia de los valores
excepcionales en las formulas de Cayley, debido a lo cual la solu-
cién adquiere la forma siguiente, algo mas voluminosa.

Sea U una aplicacién ortogonal de un espacio euclideo complejo 2.
Representando € en la forma de la suma directa de los subespacios
radicales de la aplicacion U y agrupando los subespacios correspon-
dientes a valores propios reciprocamente inversos, obtendremos la
descomposicién

=M, M, M+ ...+ D,

donde todos los Mt; son reciprocamente ortogonales y, ademds, Wi _,
y M, son los subespacios radicales de la aplicacién U correspon-
dientes a los valores propios — | y + 1. La aplicacién 9 induce
en cada uno de los subespacios i, una aplicacién ortogonal U;
y los divisores elementales de la apl,icacio'n QU se descomponen en
los sistemas de divisores elementales de estas aplicaciones inducidas.
Consideremos la aplicacién U,. Todos sus valores propios son igua-
les a 41.. La férmula de Cayley

Ay = {‘g""ul] (€ + U,

transforma @, en una aplicacion antisimétrica .4,. Representemos
esta férmula en la forma 4, =f(U,}, donde f(h) =(1 —A) (1 4+A)"".
Puesto que la derivada de f(A) no se anula para A=1, resulta
(p. 16.4) que introduciendo en todo divisor elemental (A—e)™ de la
aplicacion 4/, en lugar de o el nimero (1 —a)(l +a)~?, obtendre-
mos los divisores elementales de la aplicacién .£,. Pero los divisores
elementales de la aplicacién 9, son de la forma (A — 1); por consiguien-
te, los divisores elementales de la aplicacion «, son de tipoAs. Sises un
nimero par, las aplicaciones antisimétricas contienen tode divisor
elemental de tipo A* un nimero par de veces y por esto la aplica-
cién A, contiene todo divisor elemental de tipo (A—1)* también
un nomero par de veces, si s €s par.
Aplicando 1a formula de Cayley

A =(E+U) (& — U

a la aplicacion 2_,, obtendremos, de forma andloga, que la aplica-
cién 2 contiene todo divisor elemental de tipo (A4-1)* también un
nimero par de veces, si s es par.

TEOREMA 4. Los divisores elementales de las aplicaciones orlogonales
complejas correspondientes a los valores propios diferentes de == 1
aparecen en pares de tipo (h-—o)®, (A—a~')"; los divisores elemen-
tales de tipo (Ao 1)* aparecen un mimero par de veces y los divi-
sores elementales de tipo (A= 1)*+' aparecen en combinaciones arbi-

20
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{rarias. Reciprocamente, todo sistema de expresiones de tipo (h— o)™
(ot;5= 0} que cumple estas condiciones es un sistema de divisores
elementales de una aplicacién ortogonal compleia.

La primera parte del teorema ha sido ya demostrada. Suponga-
mos, por ello, que tenemos un sistema de divisores elementales de
tipo (A—a)™(a; =0} que satisface las condiciones del teorema.
Separamos en este sistema los divisores elementales de tipo (A 1)?
y para cada uno de los divisores elementales (A—a;)™ que quedan
construimos la expresién (A —PB;)™, donde B;=(1—e;)(l 4"
El sistema de las expresiones (A—pf, )™ cumplird las condiciones
del teorema 3 y, por consiguiente, serdi un sistema de divisores
elementales de una aplicacidn antisimétrica £, de un espacio euclideo
complejo &, Puesto que hemos tomado solamente valores de o; dife-
rentes de —1, todos los B; serdn también diferentes de —1. Em-
pleando para ., la aplicacién de Cayley, obtenemos una aplicacién
orfogonal U, con los divisores elementales (A—ce )™ (or;55— 1).
Analogamente, para todo divisor elemental de tipo (A - 1)™ tomamos
la expresion A™ y buscamos una aplicacién antisimétrica £, de un
espacio £,, cuyos divisores elementales sean A™. Entonces la
aplicacion

Uy=—(E—ANE + A,)™

serd una aplicacion ortogonal del espacio &,, cuyos divisores ele-
mentales son (A+-1)™. Tomemos en ¥, y en £, unos sistemas orto-
normales de coordenadas e indiquemos por L}o y U, las matrices
de las aplicaciones U, y U,. Estas matrices seran ortogonales y por
ello la suma directa U, 4 U,=U de las mismas también serd una
matriz ortogonal.

Los divisores elementales de la matriz U/ tendran, con arreglo

a la construccién, los valores requeridos y el teorema queda
demostrado.

Ejemplos y problemas

. Constrdyase una matriz ortegenal de divisores elementales (A—1)2,
G— 132, k—% v,
2. Demuésirese que las matrices de {ipo A4+ 8, donde A es una matriz

simétrica regular y B es una matriz antisimétrica, contienen un niimero par de
veces todo divisor elemental de tipo A2,

3. Empleando el teorema 2, redizcase a la forma elemental el siguiente
par de formas cuadréticas

2&3 -+ 2&; + 2§1§s + 25154 o 2§s§s S 2§a§|’
EE -+ 958 -+ 283 - 28,8 — 4By 2855, — 28qEs.
Respuesta: 2 (Bafa+Esb0) v 52+28.8,+E
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4. Constrityase una matriz compleja antisimétrica de divisores elementales
(A—23)2, {L4-3)%, A2, A% y A%,

5. Constriyase una matriz compleja simétrica de divisores elementales
(A==2)3, A3 y Ia-

§ 27. Espacios simpliciales

27.1. Aplicaciones simétricas. Se llaman espacios simpliciales,
. segin el p. 24.2, los espacios bilineales métricos provistos de una
métrica antisimétrica no degenerada. La dimension de un espacio
simplicial es un nimero par. Puesto que todos los espacios simpli-
ciales de una dimensién dada son reciprocamente isomorfos, en todo
espacio simplicial de dimensién n=2m existe una base, cuya mat-
riz de Gram es igual a cualquier matriz antisimétrica regular de
orden n dada de antemano. En particular, en todo espacio simpli-
cial existen sistemas de coordenadas, en los cuales la matriz de
Gram es de la forma

s=[ 4} [24e-+[ 28 @

Estos sistemas se llamaran simpliciales. Analogamente, en 2 existen
sistemas de coordenadas, en los cuales la matriz de Gram es de

la forma
1=[_23]

donde E es una matriz unidad y O es una matriz nula. Convencre-
mos en llamar estos sistemas normales. Eq lo que sigue considera-
remos solamente espacios simpliciales complejos.

Sea ahora . una aplicacion simétrica de 2. Descompongamos €
en la suma directa

E=%pl+991+"' +Ena'

donde p,, p,, ..., p, son los diferentes valores propios de la apli-
cacion o« y %4, ..., £, son los correspondientes subespacios radi-
cales. Los subespacios E‘.. son, segan el p. 25.2, reciprocamente
ortogonales. Debido a que el espacic 2 es no degenerado, los subes-
pacios £,, ..., £, también son no degenerados y, por consiguiente,
simpliciales, Tomemos uno de ellos, digamos £,, e indiquémoslo
por M. Sea £, la aplicacién inducida en MM por la aplicacién 2.
Pongamos, ademas, £,—p;&=B. Puesto que A4, y & son aplica-
ciones simétricas, % es también una aplicacién simétrica. Todos
los valores propios de la aplicacién £, son iguales a p,; luego,
indicando por p la dimensién del espacio 9t,obtenemos

(Ay—pi6)? =37 =86.
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Sea m el exponente menor para el cual B”=@. La expresion
(xB™=1, y) es una funcién bilineal antisimétrica en x e y correspon-
diente a la aplicacién B~~'. Puesto que B*~'==@, la funcibn
(x8™=', y) no puede ser igual idénticamente a cero y, por consi-
guiente, en Wt existe un par de vectores a ¥ b tal que (aB™~t, b) = 1.
Pongamos

aB=a;., y bB/=b;, (i=0,1, ..., m—1).
Debido a la simetria de 93, tenemos
(a;, a) =(aB/~%, aB*~")=(aB/**~2, a)=(a, aB/+*%).
Sin embargo, el espacio £ es antisimétrico y por esto
(@B 52, a)=— (a, aB/*+*=?),
Comparando esta formula con la anterior, vemos que

(a'}'s ak)=0 (i: k=]v 2! Ll R m)' (2)
Analogamente se obtienen también las relaciones
by b)=0 (4, k=1, 2, ..., m). (3)

Ademds, de las condiciones (aB™-1, b)=1 y B"=0 se deduce:
[ (- . b",).——..(as':}“-J-l, bﬁa«}:{mm—l' b)=(a.m bl)=l (4)

y

Gy, bp)=(aB/™2, bB*F )= (aB/**-2, B)=0 (j+k>m+1). (5)
Formando ahora la matriz de Gram de los vectores a,, ..., a,,
by, -.., by, veremos, en virtud de las relaciones de (2) a (5), que

tiene la forma friangular con ceros sobre la segunda diagonal,
Puesto que los elementos que se hallan en la propia segunda dia-
gonal son iguales a =1, el determinante de esta matriz es diferente
de cero. Por consiguiente, el subespacio M, tendido sobre ios vecto-
res Gy, ..., Gy, by, ..., b, es no degenerado. Indiquemos por M,,
y M, los subespacios tendidos sobre los vectores a,, i e
y &, ..., b,, respectivamente. Debido a las relaciones (5), los
subespacios SHJ'I“ y Wi, son de una misma dimensién y M, ‘es la
suma directa de los mismos. Puesto que i, es no degenerado,
fenemos, en virtud del punto 24.2,

M=, + ML
El subespacio M, es invariante respecto a B y por esto M- tam-
bién es invariante respecto a 8. Procediendo ahora con M- igual

que con 9, podemos despejar en My un subespacio M, que es
una suma directa de dos subespacios M, y M,,, etc. Después de
un namero finito de pasos obtendremos la descomposicién directa

W=, + T, + . .. +M,,
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donde cada uno de los subespacios M, ..., M, serd, a su vez,
una suma directa de dos subespacios de una misma dimension,
A todo subespacio de dimensién m que figura en esta descomposi-
cion le corresponde un divisor elemental (h—p;)™ de la aplicacion 4.
Por consiguienie, llegamos a la conclusion de que en un espacio
simplicial los divisores elementales de las aplicaciones siméiricas
aparecen en pares (A—p))®, (A—p;)™.

Demostremos ahora que, reciprocamente, para todo sistema de
expresiones (A—p,)™, (h—p,)" exisle una aplicacion simétrica de
un espacio simplicial %, cuyos divisores elemeniales son estas ex-
presiones. g

A todo par (A—p)m™, (A—p,)™ ponemos en correspondencia el

par de matrices 4
= E; =|8:9
G=|_%3} v4~|o'5)

donde E; es la matriz unidad de orden m; y B; es la céiula de
Jordan de orden m; con el valor propio p; y sea

G=G,+...4+G, v A=A, +...4 A,. (6)

Consideremos un espacio bilineal métrico complejo € de matriz de
Gram G. Puesto que G es una matriz antisimétrica regular, el
espacio £ es un espacio simplicial. Los calculos directos muestran
que X

AG=AG,+ A,G,+ ... | A,G,

es una matriz antisiméirica. Por esto la aplicacién lineal . del
espacio £, cuya matriz es A, es simétrica. Al mismo tiempo, los
divisores elementales de la aplicacién & tienen los valores requeri-
dos. Es decir, hemos obtenido el teorema siguiente:

TEOREMA 1, Todo divisor elemental de una aplicacién simétrica
de un espacio simplicial aparece un nimero par de veces. Reciproca-
mente, todo sistema de expresiones de tipo (h—p))™+ que eumple esta
condicicn es un sistema de divisores elementales de una aplicacién
simétrica de un espacio simplicial,

Sabemos vya (p. 25.1) que las aplicaciones simétricas de los es-
pacios simpliciales que tienen divisores elementales iguales son iso-
morfas. Por ello, el teorema 1 resuelve plenamente el problema de
clasificacién de las aplicaciones siméiricas. En particular, muestra
que para toda aplicacién simétrica .4 de un espacio simplicial £
se puede escoger una base tal que 1a matriz de Gram G y la matriz 4
de la aplicacion sean de la forma (6).

27.2. Aplicaciones antisimétricas. Una aplicacion lineal .4 de
un espacio bilineal métrico £ es antisimétrica, si (x4, y) = — (x, y4)
para todos los x e gy de 2.
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En virtud del teorema 3 del p. 26.2, los divisores elementales
de una aplicacion antisimétrica 4 de un espacio simplicial £, co-
rrespondientes a los valores propios no nulos, aparecen en forma de

ares de tipo (A—p)”*, (A+p)”. Probemos que los divisores elemen-
ales de la aplicacion 4 correspondientes al valor propio nulo, es
decir, los que son de forma A", también aparecen en forma de
pares, A", A™ si m es impar. La demostracién es completamente
andloga a la demostracién de la afirmacion respectiva del p. 26.2
y sOlo indicaremos el esquema de la misma.

Nos basamos en la representacién de £ en la forma de la suma
directa de los subespacios radicales de la aplicacién 4. Agrupando
en esta representacion los subespacios correspondientes a los valores
propios opuestos, obtendremos la descomposicién

=W+ M, 4 ... +M,,

donde todos los subespacios Dt,, ..., M, son invariantes y recipro-
camente ortogonales, siendo M, el subespacio radical correspondiente
a la raiz nula. Sea £, la a]gl_Iicacién del subespacio M, inducida
en éste por la aplicacién 4. Todos los valores propios de la apli-
cacién , son iguales a cero y, por ello, £5=6, donde p es la
dimensién de Mi,. Indiquemos por m el menor exponenie para el
cual £F==06. La aplicacién A, es antisimétrica y, por consiguiente,
la aplicacién 4§~ serd, igual que en el p. 26.2, simétrica para m
impar y antisimétrica para m par. Sin embargo, la correspondiente
funcién bilineal (xA¢!, y) serd ahora simétrica para m par y an-
tisimétrica para m impar, ya que la métrica de los espacios simpli-
ciales es antisimétrica. Los razonamientos ulteriores del p. 26.2 se
conservan con la dnica diferencia que se obtendrd ahora un par de
espacios en el caso de m impar.

TEOREMA 2, Los divisores elementales de las aplicaciones antisimé-
iricas de los espacios simpliciales correspondientes a los valores pro-
pios no nulos aparecen en forma de pares (h—pY*, (A+4p)™; los
divisores elementales de tipo M con m impar también aparecen en
forma de pares Am, M y los divisores elementales M® con m par
pueden aparecer en combinaciones crbitrarias. Reciprocamente, todo
sistema de expresiones de tipo (A—p))™\ que posee estas propiedades
es un sistema de divisores elementales de una aplicacion antisimétrica
de un espacio simplicial.

Es preciso demostrar s6lo la segunda parte de este teorema. Con
este fin, a fodo par de expresiones de tipo (A—p,)™, (A<-p)m™, y
en particular al par con p;=0, ponemos en correspondencia el par

de matrices
- 0 E o ) 0
a=[_% 6] 24=[3 _2]

donde E; es la matriz unidad de orden m; y B, es la célula de
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Jordan de orden m; y de valor propio p;. A las expresiones que
quedan de tipo A™ con m; par ponemos en correspondencia el par
de matrices

00 .. 0 I 010...00
00... =10 01...00
G‘= .......... YA.‘; ........
01 00 01
—-10... 00 0

Sea ) _
G=Gl+"'+GJ y A=A|+"-+A;-

Consideremos un_espacio bilineal métrico complejo & de matriz de
Gram igual a G. La matriz G es antisimétrica y regular y por
esto el espacio £ es simplicial. La aplicacion lineal . de matriz A
tiene los divisores elementales dados. Al mismo tiempo, la aplica-
cién .4 es antisimétrica, ya que los célculos directos muestran que
la matriz ; . ]
AG=A,G,+AG,+ ... +A,G,
es simétrica. Hemos demostrado el teorema.

27.3. Aplicaciones simpliciales. Las aplicaciones isométricas de
un espacio simplicial £ suelen llamarse aplicaciones simpliciales de
este espacio. Por consiguiente, si % es una aplicacién simplicial
del espacio £, se tiene (x%, yU)=(x, y) para todos los x e y de L.
En términos de matrices esta igualdad da

(X UGV’ [4]' = [x] G [y]",

UGU’ =G, )

donde G es la mafriz de Gram y U es la matriz de la aplicacién 4U.
Tomando en £ un sisterna simplicial de coordenadas, convertiremos
la relacién (7) en

USU’' =38, (8)

donde S es una matriz simplicial de tipo (1). Las matrices {/ que
satisfacen la condicién (8) seran llamadas matrices simpliciales.
Por consiguiente, para que una aplicacién lineal de un espacio
simplicial sea simplicial es necesario y suficiente que su matriz
sea simplicial en un sistema simplicial de coordenadas. De (8)
también se desprende directamente que una suma directa de matri-
ces simpliciales es una matriz simplicial.

Sea 9 una aplicacién simplicial arbitraria de un espacio simpli-
cial & Representando € en la forma de la suma directa de los
subespacios radicales de la aplicacion U y agrupando después los
sumandos correspondientes a los valores propios reciprocamente

de donde resulta
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inversos de la aplicacién U, obtenemos la descomposicién

£ =§]JL1+§R,+£{R,+ G "'mn
donde M_, y M, son los subespacios radicales correspondientes
a los valores propios —1 y 4 1. Los subespacios M_,, ..., M,
son, en virtud del teorema 7 del p. 25.2, reciprocamente ortogonales.

El estudio del comportamiento de 9 sobre £ se reduce ahora
al estudio del comportamiento de % sobre cada uno de los subes-
pacios ; por separado. Repitiendo los razonamientos del p. 26.3
y empleando, en lugar del teorema sobre los divisores elementales
de las aplicaciones antisimétricas de los espacios euclideos comple-
jos, el respectivo teorema para los espacios simpliciales, obtenemos
a siguiente proposicién:

TEOREMA 3. Los divisores elementales de las aplicaciones simplicia-
les correspondientes a los valores propios diferentes de <+ 1 aparecen
en forma de pares (A—p)®, (A—p~1)";, los divisores elementales de
tipo (h == 1y*®*1 {ambién aparecen en forma de pares (h-}1)27+:,
(A4 1221 0 A— 139 (A—1)241 g log divisores elementales de
tipo (A 4= 1)*™ pueden aparecer un nimero arbitrario de veces. Reci-
procamente, todo sistema de expresiones de tipo (A—p,y™, p,5=0, que
posee estas propiedades es un sistema de divisores elemeniales de-una
aplicacién simplicial.

Las aplicaciones simpliciales que tienen divisores elementales
iguales son, en virtud del teorema 1 del p. 25.1, isomorias. Por
esto el teorema 3 ofrece una clasificacién completa, salvo un iso-
morfismo, de las aplicaciones simpliciales. Este teorema muestra,
en particular, que si — 1 es un valor propio de una aplicacion
simplicial, la multiplicidad de este valor propio es necesariamente
par. Como todos los demés valores propios o bien son iguales a + 1
o bien figuran en forma de pares reciprocamente inversos y de la
misma multiplicidad, el producic de todos los valores propios de
una aplicacién simplicial es igual a + 1%, Este producFo es igual
al determinante de la matriz de la aplicacién y llegamos asi a la
conclusion de que los determinantes de las matrices de las aplica-
ciones simpliciales son iguales a la unidad.

Ejemplos y problemas

A.L l;:%nstrilyase una matriz’ simplicial de divisores eiementales 441, A1
y (A—1)%

2. Demuéstrese que las matrices de tipo , donde 8 y C son ma-

c A’
trices cuadradas antisimétricas de un mismo orden, contienen todo divisor ele-
mental un nimero par de veces.

3. Enfinciese el teorema | como el teorema de pares de formas bilineales
antisimétricas.

1 Tedo valor proplo se cuenta tantas veces como indigue su muliiplicidad.
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§ 28. Espacios seudounitarios

En el p. 24.2 hemos llamado espacios seudounitarios los espa-
cios bilineales métricos hermitianos sobre el cuerpo de los ndmeros
complejos provistos de una métrica no degenerada y simétrica:
(x, y¥)=(y, x). También hemos demostrado en esa ocasién que todos
estos espacios se determinan, salvo un isomorfismo, por su dimen-
sion n y su signatura s y que, para un valor dado de #, s puede
tomar los valores n, n—2, ..., —n. Al igual que antes, nos
interesardn las propiedades de las aplicaciones simétricas, antisi-
métricas e isométricas. La clasificacién de estas aplicaciones en el
caso de espacios euclideos complef‘os y de espacios simpliciales se
basa en el teorema 1 del p. 25.1. En los espacios seudounitarios
este teorema no tiene, en general, lugar, Consideremos, por ejemplo,
un espacio bilineal métrico hermitiano de dos dimensiones ¢ de
base e,, y e, y de matriz de Gram 1R
Las aplicaciones lineales %, y U, definidas por las igualdades

e, =2, e, = -;— 2

&U, = % € &, =2e,

serdn, obviamente, aplicaciones isométricas de este espacio. Los
divisores elementales de las aplicaciones ¥, y 4, son los mismos,

a saber, A—2 y JL—;—. Sin embargo, U, y U, no son isomorfas.

En efecto, si las aplicaciones 4, y U, fuesen isomorfas, los subes-
pacios radicales correspondientes al valor propic 2 podrian ser
transformados uno en el otro mediante un automorfismo del espa-
cio £. El subespacio radical correspondiente al valor propioc 2 de
la aplicacién U; es la recta ae, y el subespacio analogo de Ja
aplicacién U, es la recta ae,. Al mismo tiempo, todos los vectores
no nulos de la primera recta tienen un cuadrado positivo y todos
los vectores no nulos de la segunda recta tienen un cuadrado nega-
tivo. Por consiguiente, ningiin automorfismo del espacio £ puede
transformar la primera recta en la segunda que es lo que se queria
demostrar.

Este ejemplo muestra que la via puramente geométrica para el
estudio de las aplicaciones de los espacios seudounitarios resulta,
en cierta medida, necesaria,

28.1. Aplicaciones simétricas. Sea £ un espacio seudounitario
de dimensién n de signatura s. Consideremos un subespacio
lineal arbitrario de 2. Convendremos en decir que un sistema
de coordenadas de RN es normal positivo si su matriz de Gram es
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de la forma
0 ... 01
L R U»
Lo 00
y que es normal negativo si su matriz de Gram es de la forma
r o... 0—1
st e @

=1 ... 0 0

Es obvio que no* todo subespacio admite un sistema normal de
coordenadas. Esto. depende de la signatura del subespacio y de su
dimension. Los subespacios de dimensién par que admiten un
sistema normal de coordenadas, positivo o negativo, son de signa-
tura cero; los subespacios de dimensién impar con un sistema nor-
mal positivo de coordenadas son de signatura -1 y los que poseen
un sistema normal negativo de coordenadas son de signatura — 1.
La demostracion se geduce facilmente de la definicion de la si-
gnalura (p. 24.2).

Estudiemos los divisores elementales de una aplicacién sime-
trica « de un espacio seudounitario £. Descompongamos £ en la
suma directa de los subespacios radicales de la aplicacion 4 y agru-
pemos los sumandos que corresponden a los valores propios con-
jugados. Asi obtendremos la descomposicién de & en la suma
directa de subespacios invariantes

L=M,+M,+... +D,. @)

Estos subespacios son, segfin el p. 25.2, reciprocamente ortogonales
y por ello el estudio de la aplicacién 4 se reduce al estudio
de la aplicacién 4 en cada uno de los M, El espacio £ es no
degenerado y por esto todos los M; son también no degenerados.
Observemnos ahora que los subespacios M; pueden ser de dos tipos:
1) M; es la suma directa de dos subespacios radicales correspon-
dientes a valores propios con{ugados no reales® y 2) M; es el sub-
espacio radical correspondiente a un valor propio real. Considere-
mos el primer caso: sea

M, = M; + M,

D Sj @ es un valor propio y @ no es un valor propio, aceptaremos formal.
mente que .B; es el subespacio nulo. De los razonamientos ulteriores se deduce,

sin embasgo, que este caso no puede darse.
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donde 0; y M son los subespacios radicales correspondientes a los

valores propios @ y @, donde a=<a. Razonando igual que en e
p. 25.1, obtenemos

(a;r a;)=0 y (&;, a;)=0! (4)

donde a; y a; son vectores cualesquiera de M; y a] y a; son vec-
tores cualesquiera de M;. Si existe un vector a’ de M, ortogonal
a todos los vectores de My, el vector a’ es isbtropo en M;. Como
el subespacio 9M; es no degenerado, esto da a’=o. Luego, para
todo vector no nulo del subespacio 9R; existe un vector no orto-
gonal del subespacio Bt}

Hemos supuesto que 9; es el subespacio radical de la aplica-
cién 4 correspondiente a la rafz «. Por consiguiente, tenemos para
un valor natural de m

M (d—ad)y"=0 y D(AL—ud)" '=s=0, (5)
Tomemos en M; un vector a tal que a(Af—ad)"*5£0. Puesto
que a(f—ad)"~* es diferente de cero, en M; existe un vector b
no ortogonal a a(A—ad)”-1. Normalicernos b de modo que

(@(A—ad)™1, b)=1.

Pongamos ahora

a(ﬂ""““‘f)}:a}“ y b(g{—a«?)fmbfﬂ
(i=0,1, ..., m—1I).

Como la aplicacién « es simétrica, resulta
(A—abP=A—af y (4 —ad) =(A4—EE)".
Por consiguiente, para j4+k=m+1 se tiene
(@ by)=(a(A—ad)/™?, b(A—TE) )=

={a{A—ad)/ **? b)=1 (6)
y para j+k>m-1 se tiene
(@, bpy=(a(A —ad)/**2 b)=0, (7)

En -particular, de (6) se deduce que b(A—&&)™~'=40. Ademas, si
o' pertenece a M;, fenemos

(@, b(A—ad)™) =(a’ (4 —ad)”, b)=0.

En otras palabras el vector b(A —ad)™ del subespacio M; es orto-
gonal a todos los vectores de M) En virtud de la observacion
hecha, esto da b(A4—ad)” =o0. Indiquemos por N, y I los subes-
pacios tendidos sobre los vectores a,, a,, ..., 2, ¥ by, by, ...
respectivamente.

L] bm!
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Sea
o=a,+oa,+ ... +a,d,,
Cppr=¢;(d—ad) (j=1, ..., m—1).
De las féormulas (6) y (7) se deduce que para cualesquiera valores
de a,, ..., @, se tiene (¢ (A-—ad)” !, b)=1, de donde obtene-
mos de nuevo
(cp bpsrap=1 v (c; bp)=0 8)
(i+k>m+1n f,ktl, ...,m}.
Es ficil ver que los coeficientes @,, ..., @, se pueden escoger de
manera que se cumplar las condiciones complenentarias
(€0 bpaa) =201 bpgl = ... ={(&0s 0))=0.
Entonces para j-+-k <m-+1 tendremos
€p br)=(c,, b (A —TE) ™ ) =(cy, bp45-1)=0- ©)

Sea M, =N +]. Las relaciones (4) (8) y (9) muestran que el
sistema ¢,, ..., ¢y, By, ..., b, e un sistema normal positivo de
coordenadas en MN,. Al mismo tiempo, la matriz de la aplicacién 4
en este sistema de coordenadas se descomnpone en un par de células
de Jordan de divisores elementales (A—a)™ y (A—a)™.

El subespacio M, es no degenerado; por consiguiente,

9]3;=§?, -f-'JEf‘.
donde 9+ es de nuevo un subespacio invariante respecto a 4. Si
Nt == 0, podemos, aplicando a M- el proceso expuesto, despejar en

€l un subespacio invariante M,, etc. Asi obtendremos para IN; una
representacion de la forma

th:mx '}.‘9}:'}'- Ao 'i'ms;s

donde M,, ..., M, son subespacios invariantes reciprocamente orto-
gonales y en cada uno de ellos existe un sistema normal positivo
de coordenadas en el que la matriz de la aplicacién £ se descom-
p;.)ne en dos células de Jordan de divisores elementales (A—a)” y
(—a)m. :

Gor;ideremos el segundo caso. Sea M; el subespacio radical co-
rrespondiente a un valor propio real «. Buscamos de nuevo un namero
natural m tal que

M (L —adf)y" =0 y W (4—ad)" 14o0.
Puesto que (f—af)* =4 —ad =A—ad, la aplicacién A -—ad
y, con ella, también la aplicacién (A—oad)™=' son simétricas.

La correspondiente funcién bilineal hermitiana (x (A4 —ad&)""*, ¥)
es también simétrica y no se anula idénticamente sobre 9t;. Por
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esto en M, existe un vector a tal que
(@ (Ut —ad)™?, a)=P 0. (10)
De la simetria de la funcion se deduce que B es real. Tomando
a,=) |B|"a, obtendremos en lugar de (10} la relacion
(@ (A —ad)™ ", a)=e, e=-I. (11)
En esta relacién el signo de la unidad depende de las propiedades

de la misma aplicacién « y, en todo caso, no lo podemos cambiar
mediante la normalizacién. Pongamos

a,=a(d—aé) (j=1, ..., m—1).
De (11) resulta:
(a}! am-!-‘l—_.i') =(a, (L —ad)"?, Q,) =e. (12)
Anéalogamente, de la condicién M; (A —ad)™ =0 obtenemos
(@), ap) =(a,(A—ady**2, a)=0 (j+k>m-+1). (13
Sea
bi=a, +to0,+...4a,a,,
donde a,, ..., &, son, por ahora, unos nimeros arbitrarios. Pongamos
b}+1=b}(‘l_a€) (i=1, ..., m—1) (14)
De las igualdades (12) y (13) resulta:
(bf- bpyy-j)=2¢ y (b;, b)) =0
(i+k>m+1; [, k=1, ..., m).
Es facil ver que los niimeros a,, ..., @, se pueden escoger de modo
que se cumplan las relaciones
(bn bm-—i} =(bp bm—a)= coe=(by, 4,)=0.
Entonces para j+ %k < m--1 tendremos
(b b= (b, by (L—a@Y**~H)=(b,, bp)=0.  (16)
Consideremos el subespacio 9, tendido sobre &,, ..., ,. De (14)
se deduce que M, es invariante respecto a £ y que la matriz de
la aplieacién 4 en este sistema de coordenadas es igual a una célula
de Jordan de divisor elemental (A—a)™. Por ofra parte, de (15)
y (16) se ve que b,, ..., b, es un sistema normal de coordenadas
en N, y, ademass, positivo, si e= +1, y negativo, si e=— 1. Ei
espacio {ﬂ, es no degenerado y, por ello, siendo RN, 540, se tiene
0 =N, N,
donde My es un subespacio invariante de menor dimensién. Apli-
cando a M- el mismo proceso, despejaremos de ME un subespacio

(15)
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invariante 9, etc., hasta obtener la descomposicién de M, en una
suma directa de espacios reciprocamente ortogonales.

Aplicando ahora nuestros resultados a cada uno de los subespacios
M,, representaremos el espacio £ en la forma

=B+ +... +B, {17
donde ,, ..., B, son subespacios reciprocamente ortogonales, cada
uno de los cuales corresponde o bien a un divisor elemental real
(A—a)® de la aplicacion £ o bien es la suma directa de dos
subespacios correspondientes a divisores elementales conjugados
(A—a)™ y (A—a@)™ ademas, en los subespacios del primer tipo
existen sistemas normales, posifives o negativos, de coordenadas en
los que la matriz de la aplicacién A serd una célula de Jordan,
mientras que en los subespacios del segundo tipo existen sistemas
normales positivos de coordenadas en los que la matriz de la aplicacién
+ serd la suma directa de dos células conjugadas de Jordan.

A “todo subespacio 9, correspondiente’ a una raiz real a, le
corresponide un divisor elemental (A—a)® de la aplicacién 4. Con-
vengamos en poner en correspondencia al subespacio %, el divisor
elemental -+ (A—a)®, si en P, existe un sistema normal positivo
de coordenadas, en el que la matriz de la aplicacién 4 tiene la
forma de una célula de Jordan, y el divisor elemental — (A—a)™,
si en %, existe un sistema normal negativo de coordenadas con la

ropiedad sefialada. Mediante esta regla podemos, baséndonos en
a descomposicion (17), obtener un sistema de divisores elementales
de la aplicacion £ en el que todo divisor efemental real tendra un
signo determinado. Un sistema de divisores elementales de este tipo
convendremos en denominarlo de signo definido, Repitiendo los
razonamientos, realizados al final del p. 26.1, obtenemos que son
isomorfas las aplicaciones simétricas del espacio £ que tienen unos
sistemas de divisores elementales de signo definido iguales.

Supongamos ahora que tenemos dado un sistema arbitrario de
expresiones de tipo o= (A—a;)™, en el que todas las expresiones
no reales aparecen en forma de pares conjugados y llevan el signo
«mas». ¢Existen un espacio seudounitario ¥ y una aplicacién simé-
trica « del mismo tales que el sistema dado 4= (A—a;)™ sea un
sistema de divisores elementales de signo definido de la aplicacion .47
La respuesta es, obviamente, afirmaiiva. La construccion del es-
pacio Sf y de la aplicacién £ se puede realizar siguiendo el mismo
método que ha sido empleado en el p. 26.1. Puesto que para esta
construccién no se necesita nada nuevo, la dejamos a cargo del
lector.

Queda por: demostrar un resultado méas sitil de que el sistema
de divisores elementales de signo definido de una aplicacién £ no
depende de cémo se escoja la descomposicion (17) y se determina
totalmente por 1a propia aplicacién.
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La descomposicién (17) ha sido obtenida como resultado de la
divisidn de Jos subespacios ,, ..., M, en subespacios ciclicos P,.
Puesto que los propios subespacios It; son o bien radicales o bien
una suma de subespacios radicales, y, por consiguiente, se deter-
minan univocamente, la no unicidad puede surgir solamente al
descomponer cada uno de los subespacios 9t;. Los subespacios M,
que son unas sumas de dos subespacios radicales no tienen interés
para nosotros, ya que al descomponerlos se obtienen pares de subes-
pacios ciclicos con pares de divisores elementales conjugados de tipo
(A—a)” y (A—=)". Luego, resta demostrar solamente que como
quiera que se descomponga un subespacio radical M, con raiz real o
en una suma de subespacios no descomponibles y reciprocamente
ortogonales, el sisterna de divisores elementales de signo definido
=+ (A—a)™ serd el mismo.

Sean
W, =N+ ... +Ry, (18)
Oy=F,+B+ ... +% (19)

dos descomposiciones de MM, en sumas ortogonales de subespacios no
descomponibles. Indiquemos por &, (A—e)™ y &; (h—a)™ los divisores
elementales de signo definido correspondientes a los subespacios 9;
y %, respectivamente (=1, ..., # &, g;=+1). Coloquemos los

sumandos de las sumas (£8) y (19) de modo que m, =m, = ... =m,.
Supongamos que tenemos varios sumandos de dimensién mayor:

my=...=m, >ny,,. Demosiremos entonces que los sistemas de
divisores elementales mayores e, (A—a)™, ..., g(h—oa)™ vy
8, (h—a)™, ..., 8, (A—a)™ estin compuestos de los mismos tér-

minos. Consideremos la funcién bilineal f, (x, y) = (x (A4 —ad)™=1, ).
La aplicacion A —ad es simétrica y por esto la funcién f, (x, )
es también simétrica. Determinemos su signatura empleando la des-
composicion (18) y empleando la descomposicién (19). Todos los
subespacios de la descomposicion (18) son ortogonales respecto ala
funcion f, (x, y). Por ello la signatura de la funcién f, (x, y) sobre M,
es igual a la suma de sus signaturas calculadas por separado sobre
cada uno de los sumandos. Sin embargo, para p > & tenemos

N, (A —ad)™='=o0 -

y. por consiguiente, f, (x, y) se anula sobre N,. Consideremos ahora
los subespacios N,, ..., N,. Sea a, ..., a, una base de N, tal que

Ay =a; (A —ad) (=1, ..., my—1).
Puesto que a, (4 —oad)™ =0, se tiene para j+ k> 2
filap ap) =(a;(Ad—ad)™, ay) =0. .
Por otra parte, seglin la definicién del signo de un divisor ele-
mental, tenemos
litay a) =(a, (A —ad)™-, a) =5,
21 1843



322 Cap. VII, Aplicaciones lineales de espacios

Por consiguiente, la matriz de la funcién f, (x, y) en la base a,, . . ., a,
contendra s6lo un e'emento no nulo que sera igual a §, y se ha-
llard al principio de la diagonal principal. De aqui se ve que [a
signatura de la funcién f, (x, ») sobre 9N, también sera igual a §,.
Razonamientos analogos se pueden realizar también en el caso de
los subespacios M, ..., .. Asi obtenemos que la signatura de la
funcién f, (x, y) sobre M, es igual a § 48,4 ... 48, Tomando
en vez de la descomposicion (18) la descomposicién (19), llegaremos
a la conclusién de que la signatura de la funcidn f, (x, ) sobre M,
es igual a e, 4e,+ ... 4, Por consiguiente, se tiene

8 48,4+ .. .. +8,=+e,F...}Fe,. (20)

Pueslo que &, g;=4 1, de (20) resulta que los sistemas de name-
ros 8, ..., 8, y e, ..., g pueden diferir sélo en el orden de se-
cuencia de los nlimeros y que, por consiguiente, ambos sistemas de
divisores elementales mayores 8, (A—a)™, ..., 8, (A—c)™ y &, (h—
—a)™, ..., gy (A—a)™ coinciden.

Consideremos ahora la funcién bilineal

.fn (%, y)=(x(A—ad)m+=1, 4).

Esta funcién se anula sobre todos los subespacios de dimensién
menor que my.,. Por ello, para la signatura de f,(x, 4) sobre M,
tenemos las expresiones siguientes:

sign, M; =sign. N, 4 ... +sign. Ne--sign. Ny, 4+ ... +sign. N, } @l
sign. W, =sign. P, -+ ... +sign. P -sign. Bppy + ... +sign. B, )

donde aceptamos que iy, =...=m,> m,,,. Puesio que hemos
demostrado ya que las signaturas de la funcion f, sobre los subes-
pacios correspondientes de mayor dimensién coinciden, de (21) re-
sulta que

sign. Nypy 4. .. +sign. N, =sign. B, + ... +sign. B,
es decir,
6k+1+---+6p=ek+1+'”+5p' (22)

De (22) se ve que los divisores elementales de potencia m,., dela
aplicacién £ {ambién coinciden. Continuando este proceso, obtene-
mos que los sistemas de divisores elementales de signo definido de
la aplicaciéon £, calculados mediante las descomposiciones (18) y
(19}, coinciden.

Veamos ahora qué puede decirse sobre la signatura del espacio
principal £, si se conoce un sistema de divisores elementales de
signo definido de una aplicacién simétrica £ de este espacio. La
descomposicion (17) muestra que la signatura del espacio £ es igual
a la suma de las signaturas de los subespacios §,, ..., P,. En
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aquellos subespacios 9}, que corresponden a pares conjugados de va-
lores propios existe un sistema normal positivo de coordenadas. Sin
embargo la dimensién de éstos es par y, por consiguiente, la sig-
natura es igual a cero.

También es igual a cero la signatura de los subespacios que
corresponden a divisores elemeniales reales de potencia par. Por ello
quedan sélo los subespacios que corresponden a los divisores ele-
mentales reales de potencia impar. La signatura de éstos es igual
a1, segin sea positivo o negativo el correspondiente divisor ele-
mental. Por consiguiente,

§=5 —3, (23)

donde 5 es la signatura del espacio 2, s, esel nimero de divisores
eiementales positivos y s, el nimero de divisores elementales nega-
tivos reales de potencia impar de la aplicacién .

De las férmulas (23) se desprende, en particular, que toda apli-
cacién simétrica de un espacio seudounitario de signatura s tiene por
lo menos |s| divisores elemeniales reales de potencia impar.

El estudio de las aplicaciones antisimétricas de los espacios seu-
dounitarios se reduce directamente al estudio de las aplicaciones
simétricas, ya que siendo .Z una aplicacién simétrica, la aplicacion i/
serd antisimétrica y viceversa.

28.2. Aplicaciones seudounitarias. l.as aplicaciones isométricas

de los espacios seudounitarios se llaman aplicaciones seudounitarias.
Sea U una aplicacién seudounitaria de un espacio &. Representando £
en la forma de la suma directa de los subespacios radicales de la apli-
cacién U y agrupando los sumandos correspondientes a las raices o

y B, que cumplen la relacién af =1, obienemos una nueva des-
composicion de 2:

L=M_, LW, 4 D, F... M,

donde los subespacios t, son invariantes respecto a U y son, en
virtud del teorema 3 del p. 25.1, reciprocamente ortogonales. A cada
uno de estos subespacios se puede aplicar una de las formulas de

Cayley (p. 25.2):
A=i(E—=U) (&4 U)~? (24)

A =i (6 +U) (& —U)-. (25)

Como resuitado obtenemos unas aplicaciones simétricas de los sub-
espacios M, De (24) y (25) tenemos

U= (& + i) (E— i)

O

y, respectivamente
U= —(E+id) (& —id)"1.
2] =
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En el primer caso fodo divisor elemental de la aplicacion £ de
fipo (A—a)™ ce transforma en el divisor elemental (A—v)™, donde
y=(l4-ia)(1—ix)"!, y en el segundo caso en el divisor elemental
(A—y)™, donde ¥ == — (1 + i} (1 —ia)~2. Puesto que £ es una apli-
cacién simétrica, sus divisores elementales no reales de tipo (A—a)™
aparecen en forma de pares (A—a)”, (A—a)*. Sin embargo,
(1 +ix){l —iw)~*=(1—ia)(l +ix)~* y, por ello, los correspon-
dientes divisores elementales de la aplicacion U también aparecerin
en forma de pares, pero éstos serdn ya de tipo (A—¥y)", (A—7y~1)™.
En cambio, si « es real, para y=(l4io)(l —ia)~' obtenemos la
relacion yy=1. Reciprocamente, de yy==1 se desprende que o es
real. Por consiguiente, las férmulas (24) y (25) establecen una co-
rrespondencia entre los divisores elementales de una aplicacién seu-
dounitaria? y los divisores elementales de una aplicacién simétrica 4.
Hemos visto que las aplicaciones simétricas se determinan, salvo
un isomoriismo, por sus sistemas de divisores elementales de signo
definido. Por esto las aplicaciones seudounitarias se determinan, salvo
un_isomorfismo, por sus sistemas de divisores elementales de signo
definido. Pero en estos sistemas los signos «mas» y «nenos» deben
ser colocados ahora ante los divisores elementales que corresponden
a los valores propios de modulo igual a la unidad.

Ejempios y problemas
2alé Realicese la demostracién completa de todas las alirmaciones de los p. p. 28.1

2. Sea £ un esEacio seudounitario de cuatro dimensiones de signatura 2 (es-
paclo complejo de Lorentz). Tomemos como sistema principal de coordenadas
de el sistema ey, &;, €5 y €, en el que el cuadrado escalar de un vector x =
=8y Bt + Eses+ Eqeg €5 de la forma (x, x)=E} -+ B34+t —E}. Demuéstrese
que la m;triz e’loda gplicacidn simétrica del espacio £ puede ser reducida, en
un adecuado sistema principal de coordenadas, a una de las formas siguientes:

o o) > U830

donde o, B, v y & son nimeros reales. Resuélvase el problema andlogo para
las matrices de les aplicaciones seudounitarias del espacio £

3. Si a es la dimensién de un espacio y s es la signatura de una funcién
bilineal hermitiana f, se llama caracteristica de flaexpresién xu“—_;l—sl. De-
muéstrese que la caracteristica de un espacio seudounitario £, en el que actia
una aplicacién simétrica 4, satisface la desigualdad

k
I?’H—Z [?] i
donde A es igual a la mitad de la suma de los exponentes de los divisores ele-
mentales complejos de la aplicacién & y & recorre todos los valores de los ex-
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ponentes de sus divisores elementales reales. El simbelo [-%] represenia et ma-

. k

yor nimero entero que no pasa de T

4. Sea, en las condiciones del problema anterior, f (¥, y)= (x4, ¥). Demués-
frese que la caracteristica de la funcidn f cumple la desigualdad

smne s (5] + 2 [55).

donde h es la mitad de la suma de los exponentes de los divisores elementales
complejos de la aplicacion 4, &' recorre todos los valores de los exponentes de
los divisores elementales correspondientes a las raices reales no nulas y & recorre
todos Jos valores de los exponentes de los divisores elementales correspondien-
{es al valor propio nulo.
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Capitulo VIII Espacios afines

El concepto del espacio vectorial real de tres dimensiones surge
de un modo natural al describir las propiedades principales del es-
pacio fisico corriente, siempre que en este espacio se haya destacado
un punto como el origen de coordenadas. Puesto que ningin punto
del espacio fisico tiene ventaja alguna ante los demds, conviene
lener, ademas del concepto de espacio vectorial, un modelo mate-
matico que corresponda al concepto del espacio en el que no se
hayan iijado de antemano puntos algunos. giempios de estos mo-
delos son el espacio afin y el espacio euclideo puntual. En este
capitulo seran expuestos los elementos de la teoria de estos espacios.

§ 29. Espacios afines generales

29.1. Axiomatica. Sea dado un espacio vectorial £ sobre un
cuerpo conmutativo K. Se llama espacio afin 9 sobre el espacio
vectorial £ un conjunto arbitrario tal que a todo par de elementos
X e V del mismo le corresponde un vector de £, indicado en lo
sucesivo por XY, con la condicién de que se cumplen las exigen-
cias siguientes:

A,: para todo X € A y todo v €L existe un elemento Y €, y sdlo
uno, que satisface la relacion XY =v;

_A,:__,aani_caalesquiem X, Y y Z de N es vilida la igualdad
XY 4+YZ=XZ

Los elementos de un espacio afin se llaman punfos del mismo
y los vectores de £ se llaman vecfores libres del espacio (.

Para cualesquiera X €¥ y ve® indicaremos por X.v aquel
punto ¥ €9 para el cual XV =v. Segin el axioma A, un punio
asi de ¥ existe y es dnico. De aqui, en particular, se desprende
que para cualesquiera X, Ve y ue® se tiene

X-X¥=YV y X X-u)=u n
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En virtud del axioma A, tenemos XX+ XY =XY vy, por ello,
XX=0 y Xo0=X (X€¥ y oe®).
En vista del mismo axioma se tiene XY +¥YX=XX vy, por elio,

XY =—VX. (2)
Finalmente, para cualesquiera X, 0, B, C, D& ¥ se tiene
(X-0B).CD =X .(OB+CD). (3)

En efecto, sea X-OB=Y e Y.CD=Z. Debido a A, y a (), se
tiene

OB=XV, TD=YZ y OB+CD=XZ
y por esto

(X -0B).CD=Z=XXZ=X-(0B-CD).

Pongamos en correspondencia a todo par (0, B) de puntos del

espacio U la aplicacion de U en ¥, indicada por OB y definida
mediante la férmula

—

0B: X — X.0B (XeN), )

es decir, tomemos X.0B= X.0B. Las aplicaciones OB (0, BeN)
se llaman fraslaciones (o también desplazamientos o traslados) del

—_— —_—
espacio . La superposicién de unas trasiaciones OB y CD suele
llamarse suma de estas traslaciones, es decir, se toma por definicién
que

X (0B + CD) = (X - OB)-CD = X - (OB + CD). (5)

El producto de un elemento A€ K por una traslacién OB se de-
fine mediante la {ormula

X.(\0B) = X - (\OB). (6)

El conjunto de todas las traslaciones del espacio ¥, provisto de
las operaciones de adicién y de multiplicacién por todos los A€ K,
se indicara por L(¥). Las igualdades (5) y (6) muestran que la
aplicacion OX — OX es un isomorfismo de ‘& sobre L(N) y por
esto L(¥) es un espacio vectorial sobre K.

Fijemos ahora en A un punto cualquiera 0. Entonces la apli-
cacion X — OX (X €A) establece una correspondencia biyectiva
entre los puntos de 9 y los vectores de £. El vector OX suele
llamarse radio vector del punto X respecto al punto inicial 0. El

radio vector del punto desplazado X-BC se expresa en términos
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del radio vector del punto dado inicialmente X mediante la for-
mula

0(X.BC)=0X + (0C—0B). )

Efectivamente, tomando X.HC=Y, obtenemos X¥ = BC vy, por
consiguiente,

0(X.BC)=0Y =0X + XV =0X + BC.

Supongamos ahora dado un espacio vectorial £ sobre un cuerpo
conmutativo K. Llamemos puntos a los vecfores de £ y pongamos
en correspondencia a todo par (u, v) de ellos el vector wv=0—u.
Estla claro que en este caso las exigencias A, y A, se cumplirin
sin duda alguna y de esta forma el propio espacio vectorial £ se
convertird en un espacio afin sobre si mismo. Indicaremos este
espacio afin por A(R). Puesto que la igualdad xy=u equivale a
la relaciéon y—x=wu, obtenemos para las traslaciones del espacio
A(2) la férmula

%.bc= x - (c—b). (8)

Desde el punto de vista puramente algebraico, es conveniente a
veces considerar, ademas del concepto de un espacio afin sobre un
espacio vecforial, el concepto de un espacio afin sobre un cuerpo
conmutativo que surge del modo siguiente.

Indiguemos por A el conjunto de todos los puntos de un espa-
cio afin 9 sobre un espacio vectorial £ sobre un cuerpo conmuta.
tivo principal K. Introducimos en A unas operaciones nuevas
S(X,Y, 2)y P(X, Y) tomando por definicién

S(X,Y,2)=2Z2-XY y P, (X, V)=X.-0\XY) (9)
y convertiendo con ello ¥ en un algebra nueva
=(A: S, {A) (eK).

Es facil comprobar que en el Algebra 9* las operaciones Sy P,
poseen las propiedades siguientes:
A}t Para cualesquiera O, B, C, X € UA* se tiene

§(B, C, §(0, B, X))=8(0, C, X); (10)
A}: Para cualesquiera O, B, X €¥U* y A€ K se tiene
§(0, B, A.(0, X))=P, (B, §(0, B, X)); (11)

Aj: Fifamos en A* un punfo cualquiera O y mediante las opera-
clones 8 y P, introducimos para los elementos de U* unas operaciones
nuevas

X+toV =80, X,Y) y ho X=P, (0, X), (12)
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llamadas adicién local y multiplicacion local de los elementos de 9*
por los ndmeros A (en el punto O). Respecto a estas operaciones lo-
cales +, Y Ao los elementos de U* forman un espacio veciorial
sobre K que se¢ indica en lo sucesivo por %,

En efecto, hemos visto que la aplicacién X — OX (X € 4) es
una correspondencia biyectiva entre los puntos de A4 y los vecto-
res de £. Pasemos, de acuerdo con esta correspondencia, las opera-
ciones vectoriales de & a A, es decir, tomemos por definicién

X4+Y=2c)0X 40V =0Z y MX =Z&300X =0Z.  (13)

Entonces A se convierte en un espacio lineal sobre K y el punlo
O serd el elemento nulo de este espacio. Puesto que

X-2AB=Y &> XV =1AB &> 0Y —0X =1 (0B—04),
y puesto que de (13) se deduce que

OY —0X =a(0B—0A) &V —X =1 (B—A),
tenemos
X-MB=Y &Y =X+A(B—A),
de donde
X-AMB=X+4A(B—4) (14)
y, por consiguiente,
S{X,Y, Z)y=Y+Z—X,
PX, Vy=aY—-X)+X,
X+oV=X+Y vy Ay X=rX.

Después de esto las afirmaciones A;, A y Aj se hacen evidentes.

Se llama espacio afin sobre un cuerpo conmutativo K un conjunto
de elementos A provisto de una operacion ternaria 8$(X,Y, Z) y una
serie de operaciones binarias Py (X, Y) (A€ K) que cumplen sobre A

las exigencias Ay, A] y A;.

Un espacio afin sobre un cuerpo conmutative K, al igual que un espacio
vectorial sobre un cuerpo conmutativo K, es un digebra {cuya signatura depen-
de de X y es, en el caso general, infinita). Por esto para los espacios afines
sobre un cuerpo conmutativo resuitan definidos automéaticamente una serie de
conceptos como isomorfismo, endomorfismo, congruencia, ete.

FHemos visto como todo espacio afin 2 sobre un espacio vec-
torial £ sobre un cuerpo conmutativo K puede ser convertido en
un espacio afin %* sobre el cuerpo conmutativo K. Queremos de-
mostrar ahora que de esta forma se puede obtener cualquier espa-
cio afin sobre K.

Sea, pues, B=(A, §, P,) un espacio afin sobre un cuerpo con-
mutativo K. Representando la ideniidad (10) en la forma

CAp(B4o X)=C+p X (15)
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y tomando B =0, obtenemos

CHo0+X)=C+oX.
Esta es una ecuacién en el espacio vectorial €, y, por ello,
O+o X=X, C(16)

es decir, el punto O es el cero del espacio £,.
Para cualesquiera puntos fijos O y B la aplicacién

X—8(0, B, X) (XeB)
del espacio B en si mismo se llamara traslacién de B y se indi-
card por OB, Por consiguiente, tomamos pof definicidn

X-0B=5(0, B, X)=X+,B. (17)

}:{epresentando la relacién (16) en la forma X-O~6=X. vemos

que la traslacién 00 es la aplicacién idéntica de B sobre si mismo
y que, en particular, 00 = XX para cualesquiera 0, X €38.

Al igual que antes, llamamos suma o_é+‘c'b de traslaciones la
superposicién de las mismas, es decir, tomamos

X-(0B+CD)=(X.0B)-CD=S8(C, D, $(0, B, X)). (18)

La identidad (10) significa que para las traslaciones es valida
la regla del (riangulo

0B+ BC=0C, (19)

de la cual se desprende, en particular, que OE+%=O“5. es de-

- — . -
cir, que las traslaciones OB y BO son aplicaciones reciprocamente
inversas.

De (15) y (17) obtenemos
X-CD=X +¢D=X +¢(C +5(D—3C) =X + 3(D—50),
es decir,
CD=B(D—,0). (20)

Combinando las férmulas (20) y (19), llegamos a la relacién

0B+CD=0B+B(D—,0)=0(D—p0)

que muestra que la suma de {raslaciones es una traslacion,
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Definamnos, finalmente, la operacién de multiplicacién de los
numeros A€ K por una traslacién OB, poniendo

%-OB =0 (A, B)=0P, (0, B),
es decir, aceptando que

X-(\M0B)=8(0, P, (0, B), X)=P, (X, X-0B). @

De la férmula (21) se ve que siendo CTé=C_B, se tiene A-OB=

=4-CD, es decir, la operacién de multiplicacién de un niimero por
unz traslacién esta definida univocamente.

TEOREMA L. El conjunto L (%) de fodas las traslacipnes de un
espacio afin A* sobre un cuerpo conmutativo K es un espacio vecto-
rial sobre K respecto a las operaciones de adicidn de iraslaciones y
de multiplicacion de un nimero por una traslacion. El espacio L (A
es isomorfo a cualquier de los subespacios R,. Poniendo en corres-

pondencia a fodo par de puntos X,Y de N* la traslacion XY € L('s)l‘)
convertimos U* en un espacio afin N sobre el espacio vectorial L(9).
Si en el espacio U se introducen mediante las férmulas {9) las ope-
raciones § y P,, se obtiene de nuevo el espacio 90*.

Las dos ultimas afirmaciones son evidentes, ya que, por ejem-
plo, las formulas (9), aplicadas al espacio ¥, se convierten simple-
mente en las férmulas (17) y (21). .Demostremos las dos primeras
afirmaciones,

Tomemos un punto cualquiera O€A* y consideremos la apli-
cacion

A:X —0X (Xegy).
Puesto que cualquier traslacién puede ser representada en la

forma OX, resulta que A es una aplicacién de 2, sobre L ().
Veamos si esta aplicacion A conserva las operaciones- de adicién 'y
de multiplicacién por ntimeros. Tenemos

20X 4o V)=Z 4 o(X oY) =(Z+ 0 X) + oY = Z-(0X 4 OF),

S—— ey, — —
es decir, O(X4,Y)=0X+40Y y, por consiguiente,
(X4+,Y)A=XA4YA.

Andlogamente, de (21) obtenemos (Ao X) A =A-XA, Por consi-
guiente, la aplicacién A es un isomorfismo de 2, sobre L (*) res-
pecto a las operaciones de adicién y de multiplicacién por nime-
ros y, por ello, L (M*), asi como £,, es un espacio vectorial sobre K.

Planteemos, finalimente, ta pregunia: ¢bajo qué condiciones
serdan isomorfos dos espacios afines?
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El concepto de isomorfismo suele introducirse para las dlgebras arbifrarias
con una misma signatura, Los espacios afines sobre un cuerpo conmutative K
han sido definidos como #lgebras cuya signatura depende del cuerpo conmuta-
tivo K. Por ello para los espacios afines sobre un mismo cuerpo conmutativo
estd definido también el concepto de isomorfismo. En cuanto a los espacios
afines sobre un espacio vectorial dado, éstos no han sido definidos como unas
4igebras de si%natura fija, sino como unos sistemas de una estructura més
compleja para los cuales no hemos introducido por ahora el concepto de iso-
mori1smao.

Introduzcamos la definicién siguiente.

Se llama homomorfismo de un espacio afin ¥, definido sobre un
espacio vectorial &, en un espacio afin B, definido sobre el mismo
espacio vectorial £, toda aplicacién puntual ¢: % — B para la cual

XY =XV% (X, Ye). (22)
Estéd claro que dicha condicién equivale a la siguiente:
(X-v)pp=X?v (XeW y vER).

Se ve de (22) que la aplicacion ¢ transforma distintos puntos
en distintos y que siendo ¢ un homomorfismo de ¥ sobre B, la
aplicacién inversa ¢@~? es un homomorfismo de 2 sobre 2.

Un homomorfismo de U sobre B se llama isomorfismo si la
aplicacién inversa es un homomorfismo de ¥ sobre . Luego, para
los espacios afines sobre un espacio vectorial fijo los conceptos de
homomorfismo y de isomorfismo son equivalentes.

Un isomorfismo de un espacio afin 2, definido sobre un espacio
vectorial @, sobre si mismo se llama auiomorfismo de I sobre £.

TeOREMA 2. Todos los espacios afines sobre un mismo espacio vec-
torial son isomorfos. Los automorfismos de un espacio afin sobre un
espacio vectorial son las iraslaciones del mismo.

Sean % y B unos espacios afines sobre un espacio vectorial £.
Tomemos unos puntos arbitrarios A€ y B€B y consideremos la
aplicacién ¢: Av— Be (v€L). De los axiomas A; y A, deducimos
directamente que ¢ es un isomorfismo de 2 sobre %

Ademés, si ¢ es un automoriismo del espacio afin ¥ sobre el

espacio vectorial £, obtenemos de la formula (22) que AX = A4%X5,
de donde X+v= A%.AX y por ello

X9=X-XA%AX =X .(AX +XA% = X AAv,

es decir, ¢ es la traslacion de 2 determinada por el vector AA¢.
Reciprocamente, si ¢ es una fraslacién, se iiene que @ es de la
forma X?= X-v, donde v es un vector arbitrario fijo de £, y por

lo tanto
X¥Ve={X-0)(Y 0)= XY.

Un espacio afin sobre un cuerpe conmutativo K es un dlgebra de signatura
S, A (AEK)
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Un isomorfismo ¢ de un espacio afin 2, definido sobre un
cuerpo conmufativo K, sobre un espacio afin 9, definido sobre el
mismo cuerpo K, es una aplicacion biyectiva de % sobre B que
satisface las condiciones

S(X, V¥, Zyp=8(Xs, Vv, Zv),
PX(X‘ YJQ=PL(X’v Y“P)
o, que es equivalente, las condiciones
(Z. XV yo = Z2- X577, (23)
(X-AXY)? = X#. AXY%. (24)

TEOREMA 3. Para que una aplicacién @: N —+B de un espacio
afin ¥, definido sobre un cuerpo conmutativo K, sobre un espacio
afin B, definido sobre el mismo cuerpo, sea un isomorfismo, es nece-
sario y suficiente que la aplicacion . XV — X3V% (X, YEHN) sea

un isomor fismo del espacio vectorial L () sobre el espacio vectorial L (B).
NECESIDAD. Probemos, ante todo, que la aplicacién ¥ es uni-

voca. Sea XY =UV (X, Y, U, V€¥) y, por consiguiente, Z- XV =
=Z.UV. De (23) obtenemos Z¢- X¥Y+%=Zs.UsV%. Puesto que Z?
recorre fodo el espacio ¥, de la fiitima igualdad tenemos X+¥Y® =
= Us¥* y por esto la aplicacién ¢ es univoca. Representando ahora
la relacion (23) en la forma (Zu)?=_Zsu¥, obtenemos para cuales-
quiera v, we L ()

Z# (v +w)t = (Z (v-}-w))? = ((Zv) w)? == (Z30%) Wt = Z7 (v¥ - ),

de donde

v+ w) =vf Lt {(2B)

Andlogamente, representando (24) en la forma (X Au)? = Xv.hut,
obtenemos
X? (M) = (X (hu)y? = X2- hut,
de donde
(M)t =Rhut, (26)

Las relaciones (25) y (26) significan que ¥ es un isomorfismo
de L (%) sobre L(B).

SUFICIENCIA Supongamos que dada la aplicacién @: A—B del
conjunto U sobre el conjunto B, la aplicacion : XV — X777 es
un isomorfismo de L () sobre L(%?‘ Puesto que en un isomorfismo
de espacios vectoriales el vector nulo corresponde al vecior nulo,
de X¢¥=Y* resulta X+¥v=o0 y por esto XY =0 y X =V, es decir,
la aplicacién ¢ es biyectiva, Para demostrar ahora que para ¢ es
vilida la relacién (24), tomemos en ¥ un punto U tal que XV = ZU.
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Entonces se tiene
(Z- XYy =Us=272¢.70%=Z5. X*V% (27)
y, en particular,
(Zu)=Zwuuv (ue L ().

Ahora resulta de (26) que
(X -AXY) = X¢. (AXV) = XAXTVY = XA X7Vv

que es lo que se queria demostrar.

COROLARIO . Los espacios afines sobre un cuerpo conmutativo dado
son isomorfos cuando, y soélo cuando, sus espacios vectoriales de tras-
laciones son de una misma dimension.

Efectivamente, segin el teorema 3, un isomorfismo entre espa-
cios afines sobre un cuerpo conmutativo equivale a un isomorfismo
de los espacios vectoriales de traslaciones y un isomorfismo de es-
pacios vectoriales equivale (véase el p. 4.3) a la coincidencia de
sus dimensjones. k

COROLARIO 2. Los aufomorfismos de un espacio afin M sobre un
cuerpe conmutativo que dejan en su sitio un punto O€Y son apli-
caciones de tipo ¢: X — 0-OX%, donde ¢ es un automorfismo fijo
cualguiera del espacio vectorial L ().

En efecto, siendo @ un automorfismo del espacio 9( que deja
en su sitio el punto O, se tiene

X¢=0-0X+=0.-07X7=0-0X°".
Reciprocamente, si ¥ es un automorfismo de L (%), se tiene
X#V%=(0-0X¥) (0-0Y%) = 0V ¢ —0X* = (OF — OX)* = X7

y por esto @ es, segin el teorema 3, un automoriismo del espacio 9.

TEOREMA 4. Siendo O un punto arbitrario de un espacio afin U
sobre un cuerpo conmutativo K, todo automorfismo ¢ del espacio ¥
sobre K puede ser representado en la forma

P =Py, (28)

donde ¢, es una traslacion adecuada de A y g, es un aulomor fismo
de U que deja en su sitio el punto O. Para todo automorfismo ¢ la
descomposicion de tipo (28) es univoca.

Sea ¢ un automorfismo del espacio 2. Entonces la aplicacion

tpo=(p‘0?6 es un automorfismo de ¥ y de las relaciones
0-9o=0¢.0%0=0

se ve que @q deja en su sitio el punto O. Poniendc g, =5-(:'.?, obte-
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nemos la igualdad (28). Sea ahora
¢ =90, = 98" pf",

donde @f es una traslacion y ¢f’ un automorfismo de U que deja
en su sitio a 0. Tenemos entonces

(1)

0- @Y (1)

oL =0 90’95 = 0.
Puesto que la traslacion @f"¢z' deja en su sitio el punto O, se
—
tiene ¢{’'¢r' =00, de donde ¢’ =g, y ¢8’ =qp.
29.2. Variedades lineales. Sea 9 un espacio afin sobre un cuerpo
conmutativo K. El espacio vectorial L (H) formado por las trasla-
ciones de ¥ lo indicaremos por £. A todo par de puntos X, Y€

corresponderd entonces un vector XV =XV de & y esta correspon-
dencia satisfard los axiomas A, y A, del p. 29.1, Se llama dimen-
sion del espacio afin 2 la dimensién del correspondiente espacio
vectorial £. En particular, un espacio afin de dimensién 0 est§
compuesto por un punto solo.

Unos puntos X,, X,, ..., X, del espacio # se Haman {ineal-
mente independientes, si son linealmente independientes los vectores
XoXy XoXoo ooy XX, Se dice que un punto X € ¥ depende line-
almenle de la sucesion de puntos X, X,, ..., X,, si el vector
XX puede ser expresado linealmente en términos de los vectores
XoXgs »ovs XXKo

En estas definiciones el punto X, desempefia un papel especial.
Pero de hecho, la dependencia lineal no esta ligada al orden de los

puntos en ta sucesién X, X;, ..., X,. Sea O un punto arbitrario
del espacio . Entonces se tiene

R OR,—0X, (i=0, 1, couy i)

y el hecho de que el sistema de puntos X,, ..., X, sea lineal-
mente independiente equivale a que para cualesquierad,, ..., A, €K
de la relacion

M (OX,—O0X )+ ... 41, (0X,—0X)=0

se desprenda A, = ... =4, =0. Tomando A,=—X,—...—A,, vemos
que los puntos X,, X, ..., X, son linealmente independientes cuan-
do, y solo cuando, para cualesquiera Ay, *,, ..., h, €K de las
relaciones

_ Agthyb+Re=0,

LOX,+2,0X, 4 ... +4,0X, =0
se deduce que A=k, =...=h,=0.
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En esta afirmacion no destaca ya ninguno de los punios
Xow Xy oo, X,p ¥ por esto si la sucesién de puntos X, X,, ..., X,
es linealmente dependiente, también serd linealmente dependiente
la sucesién Xy, Xi,, ..., X, cualquiera que sea la permutacién
(fos B34 v ooy £,) de los nimeros 0, 1, ..., m. Esto también se re-
fiere al concepto de dependencia lineal de un punfto X respecto a
una sucesion X, X,, ..., X,

En las definiciones dadas se supone que la sucesién X, X,, ..., X,
tiene no menos de dos términos (m =>1). Por definicicn, se acepta
que un sistema compuesio de un punto es linealmente dependiente
que el hecho de que un punfo X dependa linealmente del sistema X,
significa que X =X,.

De los teoremas del p. 4.2 sobre la dependencia lineal de los
vectores obtenemos directamente que

a) una sucesion de puntos X, X,, ..., X, (m=1) es lineal-
mente dependiente cuando, y solo cuando, al menos uno de sus tér-
minos depende linealmente de los demds, -

b) si un punto X depende linealmente de los puntos X,, ..., X
y fodo punio X; depende linealmente de los puntos Y,, ..., Y,, el
punto X depende linealmenite de los punios Yy, ..., Y

c) si un punto X depende linealmente de los punios X, ..., X,

el punto X depende linealmente también de los puntos X, X,, - ..
donde X, es un punto cualguiera del espacio.

De la propiedad ¢} se deduce que si un sistema de puntos X,,
Xy ..., X, es linealmente independiente, cualquier subsistema del
mismo que contiene mas de un punfo es también linealmente inde-
pendiente. Esto permite introducir la definicidn siguiente: un con-
junto arbitrario (finito o infinito) de purtes M de un espacio afin
§I se llama linealmenie independiente, si todo su subconjunto finito
que contiene mas de un punto es linealmente independiente.

Andlogamente se dice que un punto X € U depende linealmente
de un conjunto de puntos M, si X depende linealmente de algiin
subconjunto finito de punfos de Mi.

Se llama adherencia lineal de un conjunto cualquiera no vacio Mt
de puntos de un espacio afin ¥ el conjunto formado por todos los
puntos X € A que dependen linealmente del conjunto M. Un conjunto
?]Ise Wama linealmente cerrado si 9N coincide con su adherencia
ineal.

Los conjuntos linealmnente cerrados de puntos de un espacio afin
se llaman planos o variedades lineales del mismo, En otras palabras,
un conjunto M de punios de un espacio afin U se llama plano

P Al

de ¥, si cualesquiera que sean X,, ..., X, €9 este conjunto con-
tiene también cualquier punto del espacio 2 que dependa lineal-
mente de los puntos X,, ..., X,.

De agui se deduce directamente que todo punto y el propio
espacio ¥ son indudablemente planos.
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Dos planos M y M se llaman incidentes si uno de ellos esta
conienido en el otro. Si M <= M, se dice también que M se encuentra
sobre M (o que N pasa por M).

Entre los planos de un espacio afin 2 y los subespacios lineales
del espacio vectorial L (9[) existe una relacion muy simple que tam-
bién se emplea a veces para definir el concepto de plano.

TEOREMA V. Si para un conjunto M de puntos de un espacio afin
N y un punto PEM el conjunto L{M) de lus vectores de tipo PX
(X €M) es un subespacio lineal del espacio vectorial L (), el con-
junto Mt es un plano de A. Para cualquier plano no vacio M de un
espacio afin A y para cualquier punto PEWM el conjunto L (M) de
todos los vectores de tipo PX (X € M) es un subespacio lineal de L ()
que no depende de la seleccion del punto P en .

Efectivamente, sea P€M y sea L (M)} un subespacio de L (%)

Si X, ..., X,€M y un punto X €I depende linealmente de
Xy +.., X, se tiene enionces para unos valores canvenientes
Ay oony Mg €K

PX=MPX 4 ... +A,PX,. €L (M),

es_decir, para un punto Y €M convenientemente escogido se tiene
PX =PY, de donde X =Y M.

Reciprocamente, sea 9 un plano de A y sean P, X, YEM y
%, u€ K. Poniendo

Q= P.-(A\PX 4 uPY),
vemos que

PQ=APX +uP?,
es decir, el punto Q ge_ﬁgpde linealmente de P, X e Y y, por con-
siguiente, Q€M y PQE€L(M); es decir, L{M) es un subespacio
lineai de L (). Para cualesquiera P, P,, X € M tenemos P X =
= PX—PP, y, por consiguiente, et conjunto de los vectores de tipo
P X (X €M) coincide con el conjunto de los vectores de tipo PX
(X €M)

Ser'ialemos dos importantes corolarios que se desprenden del teo-
rema 1.

COROLARIO 1. Sea O un punfo fijo de un espacio afin U, sea M
un plano que pasa por O y sea P un punto arbitrario de . Enton-
ces el conjunto N=I.0P formado por todos los puntos desplazados
del piano M es un plano de A que pasa por el punto P. Reciproca-
mente, si N es un plano que pasa por P, el conjunto M=R.0P es
un plano que pasa por 0.

En efecto, de O€ M se deduce que P=0.-OP N y para lodo
punto X €9 existe un punto ¥ € I tal que X = ¥.OP. De aqui se
tiene YX =0P y PX=0V y por o tanto L (M) =L (M.OP).

22—1843
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COROLARIO 2. Para fodo punto fijo O de un espacio afin % la apli-
cacion X —0X (X €¥N) defermina una correspondencia biyectiva
enire los subespacios lineales del espacio vectorial L (M) y los planos
del espacio N que pasan por O.

L.a demostracion es evidente,

Hemos senalado en el p. 29.1 que si llamamos punto a todo vector v
de un espacio vectorial £ y si tomamos mw=w—uv, se obiiene el
espacio afin ;41{82i sobre . ¢Qué conjuntos de vectores de £ serdn
los planocs de A (¥)?

Tomando por el punto fijo O de A(2) el vector nulo, vemos que
la aplicacion X —0X, de la cual se trata en el corolario 2, se
convierte en la aplicacién idéntica w—w. Luego, son planos del
espacio A(¥) que pasan por O todos los subespacios lineales
del espacio ¥, y sdlo ellos. Los planos que pasan por un punto
arbitrario p €2 son, segiin el corolario 1, los conjuntos de vectores
de tipo p+ M, donde M es un subespacio lineal del espacio £,

Se llama base de un plano arbitrario 9 de un espacio afin U
todo conjunto linealmente independiente de puntos, cuya adheren-
cia lineal coincide con M, Esta claro que un conjunto de puntos
A;(i€l) de un plano M es una base del plano Qi cuando, y sélo
cuando, ¢l conjunto de vectores A A, (i€ ), donde A, (x€ /) es un
punto arbitrario fijo, es una base del espacio vectorial L (Ml}. En
virlud del teorema sobre las bases de los espacios vectoriales del
p. 4.2 tenemos:

a) todo plano de un espacio afin posee una base;

b) si un plano M estd contenido en un plano N, foda base del
plano M es una parle de una base convenientemente escogida de MN;

¢} todas las bases de cualquier plano fijo M son de una misma
potencia igual a dim.L (M) + 1.

Se llama dimension de un plano 9 de un espacio afin U la
dimension del espacio vectorial L(I)} que le corresponde. De la
propiedad ¢) se deduce que la dimensién de un plano es jgual a la
potencia de cualquier base suya disminuida en 1. El conjunto vacio
de vectores de un espacio afin 9l se llama a veces plano vacio de ¥
de base vacia. La dimension del plano vacio se toma, por defini-
cion, igual a —I.

Los planos O-dimensionales son los puntos del espacio 9. Los
lanos unidimensionales se llaman rectas (0 lineas rectas) del espacio
[. Cualesquiera dos puntos distintos de una recia forman una base

de la misma y por cualesquiera dos puntos distintos de un espa-
cio ¥ pasa una recta, y sdlo una. En general, cualesquiera k-1
puntos linealmente independientes de un plano de dimension % for-
main una base de este plano y por esto por cualesquiera k<~1 pun-
tos linealmente independientes (& es un nimero finito) de un espa-
cio alin 9 pasa un planc k-dimensional de este espacio y soélo uno.
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Siendo M y It dos planos cualesquiera de un espacio afin 9,
convendremos en indicar por Mt v/ N la adherencia lineal del conjunto
MMuN. El plano MyN se puede definir también como la inier-
secciég{ de todos los planos del espacio U que contienen a los planos
My i

La operacién \/, considerada como una operacién binaria definida
sobre el conjunto de todos los planos de un espacio afin, es con-
mutativa, asociativa e idempotente (es decir, My NE=M); ademas,
para cualesquiera planos M y M de un espacio A se tiene

MeRNeMy N=90.

Por ejemplo, siendo X, ..., X, un conjunto finito de puntos
de un espacio ¥, se tiene que

M=X, VX, V...V X,
es ta adherencia lineal de dicho conjunto, es decir, es el menor

plano que pasa por los puntos X,, ..., X,. La dimension de
es igual al nimero méximo de puntos linealmente independientes
en el conjunto X, ..., X, disminuido en 1. En particular,

dim. (X, VX,V ... VX)) <m—1.

Es féacil ver que tiene lugar el siguiente teorema general:
TeOREMA 2. Cuglesquiera que sean los planos Wt y N de un espacio
afin A se tiene

dim. (9 << dim. M+ dim. N4-1. (1)
Si los planos M y N poseen un punio comdn, se tiene
dim. (M VIR 4 dim. (M N N) = dim. M - dim. N (2)

Demostremos primero la iguatdad (2). Sea O € M NN, Entonces,
la aplicacién X — OX del espacio % sobre el espacio vectorial LAy
transforma los planos de ¥ que pasan por el punto O en los sube-
spacios lineales del espacio vectorial L (), con la particularidad de
que conserva las dimensiones y la relacién de inclusién. Por esto
la férmula (2) es un corolario directo de la férmula andloga que
tiene lugar para los subespacios lineales de los espacios vectoriales
(véase el teorema 1 del p. 6.1).

La estimacién (1) se deduce de la férmula (2). Efectivamente,
si los planos Mt y 9 poseen un punto comin, tenemos segiin (2)

dim. (N v N) << dims. M+ dim. N, (3)

Sea M NN =Z. Agregando el punto O €M a una base del plano
M, obtenemos una base de OV, es decir,

dim. (O3 = dim. 9N+ 1, 4)



340 Cap, VIIi. Espacios afines

Puesto que los planos M y O/ 9 poseen el_punto comun O,
tenemos basandonos en (3)

dim. (T V N) = dim. (M v 0 V M <L dim. M4 dim. (O v N),

y de aqui, debido a (4), obtenemos (1). )
Por lo tanto, si los planos M y 9 no tienen puntos comunes,
la dimensién de M \/ N estd comprendida en los limites siguientes:

max (dim. M, dim. N) < dim. (M v N) < dim. M+ dim. N 1.

Es facil comprobar, considerando ejemplos, que la dimension
de M v N puede tomar efectivamente cualquier valor comprendido
en estos limites.

A todo plano Tt de un espacio afin arbitrario ¥ le corresponde
el subespacio lineal Léﬂ)?} del espacio vectorial L (). Segiin el § 6
{véase el problema 3 de la pag. 113}, en L () existe un subespacio
complementario €, que satisface las condiciones

LE+L, =L@ y LN =o,

donde o es el vector nulo del espacio L (). La dimensién de 2.
que es la misma para todos los subespacios complementarios, se
llama codimensién de L (M) en L (). Por definicion, se llama co-
dimension de un plano M en un espacio A la codimensién del sube-
spacio vectorial L (3} en el espacio vectorial L (20).

Esta definicion puede darse de otra forma. Para todo plano I
diremos que un plano N es complementario de M en el espacio 9,
si MWV M= y si la interseccion M NN consta sélo de un punto.
Estéd claro que, en estas condiciones, el subespacio L (J1) es comple-
mentario de L (M) en L(U) y por ello la codimensién de un plano
M en el espacio U es igual a la dimension de cualquier plano com-
plementario.

Puesto que los planos reciprocamente complementarios poseen
un punto comin, obtenemos, aplicindoles la férmula (2), la igualdad

dim. M+ codim. P =dim. . (5}
Si el espacio 9 es de dimensién finita, obtenemos de (5)
codim, M =dim. L — dim. M. (6)

Para un espacio ¥ de dimensién finita obtenemos de las fér-
mulas (2) y (6) el resultado siguiente:

TEOREMA 3. Para cualesquiera dos planos M y N que se intersecan
de un espacio afin A se tiene

codim. (M NAR) + codim. (M V N) =codim. M+ codim. N. (7

No obstante, es facil ver que la férmula (7) es valida también
para los espacios de dimensién infinita.
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COROLARIO. Si la interseccidn de los planos My, My, ..., N, de
an espacio afin ¥ arbitrario es no vacla, se iiene

codim. (9, N ... NN,) < codim. R, +- . . . 4-codim. N, (8)

Para s=2, la férmula (8) se desprende directamente de (7) y en
el caso general ella se obtiene aplicando sucesivamente la férmula
del caso particular indicado.

Si el plano It se encuentra sobre el plano N de un espacio ¥,
entonces, considerando N como el espacio afin sobre L () e indi-
cando por codim.®t la codimensién del plano Pt en el espacio N,
obtenemnos la férmula

codim. s + codim, N = codim. M (9

que se demuestra ficilmente pasando a los subespacios del espacio
vectorial L (). De la férmula (QJI se deduce, en particular, que si
la codimensién del plano M en U es finita y M N, se tiene

codim. N < codim. M —1, (10)

Los planos de codimensién igual a 1 se llaman hiperplanos. En
ofras palabras, en un espacio afin de dimensién finita n se llaman
hiperplanos los planos de dimensién n—1. Luego, por cada n pun-
tos linealmente independientes de un espacio de este tipo pasa un
hiperplano, y sélo uno.

Consideremos ahora un conjunto cualquiera finito de hiperplanos
Py, ..., B, de un espacio afin arbitrario . Debido a la férmula (8)
tenemos

0 < codim. (BN ... NP,)<s. (n

Se dice que los hiperplanos §,, ..., B, (para s no mayor que la
dimensién de 2} se encuentran en posicion general, si tiene lugar
la igualdad exacta

codim. (BN ... NP, =s. (12)
Probemos que para todo #<s de (12) resulta
codim. (N ... NPy =¢.
En efecto, si fuese
codim. (, n... NPy < £,
tendriamos, debide a (8) y a (11),
codim. (BN ... APIN(Fraa N ... AP <t (s—) =5

lo que estaria en contradiccién con (12).
TEOREMA 4. Todo plano M de una codimension finita s es una in-
terseccin de s hiperplanos convenientemente escogidos,
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Tamemos una base de 9 y compiementémosla con unos puntos
A, ..., A; hasta obiener una base de todo el espacio 9. Sea %,
la adherencia lineal del conjunte MU {A,, ..., A;_y, Ay -0y Agh.
Como ;U y P, v A, =N, resulta que P, es un hiperplanc
(i=1, ..., 8} y que

M=P,n...n%g,.
De A;¢ %P, tenemos
AsP o nP,o... 2B, n... B,
de donde, debido a (10),

codim. (B, ... NP,) =s.
Comparando esta desigualdad con (11), obtenemos
codim. ($,n ... NP, =s.
Puesto que las codimensiones de los planos M y B, N ... N %R, coin-
ciden y el primero estd contenido en el segundo, ambos pianos,
debido a (11), coinciden que es lo que se queria demostrar.

Para terminar, haremos unas observaciones relacionadas con la
definicion del concepto del plano aceptada mas arriba. Esta defi-
nicion puede ser enunciada de nuevo en la forma siguiente: un con-
junto ESI de puntos de un espacio afin 9 se llama plano, si para
todo ndmero natural s y para toda sucesién A4,, ..., A, de puntos
de MM cualquier punto dei espacio 9, que dependa linealmente de
los puntos de la sucesién mencionada, pertenece a M. De hecho, es
suficiente tomar en esta definicidn s=3 y para varios tipos de cuerpos
conmutatives principales K es suficiente tomar incluso s= 2. Tiene
lugar concretamente el teorema siguiente:

TEOREMA 5. Si un conqunto M de pantos de un espacio afin A con-
tiene con lires cualesquiera puntos suyos todos los puntos de U que
dependen lincalmente de éstos, el conjunto M es un plano. Si 9l es
un espacio afin sobre un cuerpo conmutativo K, de caracterisiica di-
ferente de 2, y si un conjunto M con dos cualesquiera puntos suyos
contiene todos los punifos de ¥ que dependen linealmente de éstos, el
conjunto M es un plano de .

Demostremos la segunda afirmacion. Supongamos que un conjunto
M cumple las condiciones de esta afirmacion y que X,, X,, X, ...
es una sucesion de puntos de . Debemos demostrar que para cua-
lesquiera A, ..., A, € K la relacién

le_= ?LIXIIX]“{- ¥ “‘;“l.rxuxs

implica X €. Para s=1 esto es valido por el enunciado mismo
del teorema. Aplicando ahora la induccién, aceptamos que la impli-
cacion indicada es valida para un s> 1. Sea

XY =2 XX +... + 3541 XX g e
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Consideremos unos puntos X y Z que satisfacen las condiciones
XX =X X . AKX, ¥ XZ=by XX

Segin la hipolesis de inducci6n, de estas relaciones resulta que
XeM y ZeM. Tomando ahora (fig. 6)

“

XB=5 (XX +X.2),

vemos que el punto B depende linealmente de X y de: Z y que el
punto ¥ depende lineaimente de los puntos X, y B. Basindonos
en las condiciones del teorema, obtenemos

de aqui sucesivamente que B e YEeM
que es lo que se queria demostrar. La pri-
mera afirmacion del teorema 5 se demuestra
anélogamente, pero sin emplear ¢l punto B,

y por esto ella es vélida independiente-
mente de la caracteristica del cuerpo con-
mutativo K. Es facil ver que para cuerpos
conmutativos de caracteristica 2 la segunda X
afirmacién no tiene lugar, L

Hemos introducido en el p. 29.1 dos Fig. 5.

conceptos principales: el de un espacio afin

sobre un espacio vectorial y el de un espacio afin sobre un
cuerpo conmutativo. En este punto hemos considerado hasta el
momento los espacios afines sobre los espacios vectoriales. Sea
ahora 9 un espacio afin sobre un cuerpo conmutativo K y sean
S(X, Y, Z) y (X, Y) las operaciones principales de %. Hemos
visto ya en el p. 29.1 que las traslaciones de 9 son unos automor-
fismos del espacio 9 sobre K de tipo especial. Demostremos ahora
que un punto X de un espacio N depende linealmente de unos puntos
Xo» Xy .o X, de U cuando, Xy sélo euando, X se expresa en forma
de un polinomio en X,, ... X, medianie las operaciones S y P,.

..

En efecto, si
m 2}“l"(l.lxl"f' e +?"mXoXm|
donde &, ..., %,€K, se liene segin el p, 29.1
X= ((Xo‘ A'l'xtl’xl)' Lt )'%‘mxn‘xu' (1-3}

Pero para cualesquiera B, C, Zg9l y AEK se tiene
Z:ABC=S$(B, P,(B, 0), 2).

Transformando mediante esta férmula el segundo miembro de la
iguaidad (13), obienemos la expresién requerida de X en forma de
un polinomio en X,, X, ..., X,. Reciprocamenle, de

X=8(V, Y, Y)y Z=P (¥, V)
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se deduce que -
V. X=YY, e VZ=AY)Y

17 2
es decir, que X y Z dependen linealmente de Y, V,, ¥, y por esto,
si X se expresa en forma de un polinomio en X, X, ..., X, el
punto X depende linealmente de X, X,,

Segtin la definicion, un conjunto Mt de puntus de un espacio U
se llama plano, si este conjunto Mt con cualesquiera puntos suyos
X,, ..., X, contiene también todos los puntos de 9 que dependen
Ilnealmente de éstos, es decir, contiene los valores de todos ios po-
linomios en X,, ..., X,. En otras palabras, los planos de un
espacio ¥ son simp]emente subdlgebras del algebra U y las adherencias
lineales son ltas subalgebras generadas por los elementos de los con-
juntos correspondientes.

29.3. Planos paralelos. Hemos visto ya que para todo plano Mt
de un espacio afin ¥ el conjunto L (Ut) de todos los vectores de tipo
XY (X, YE€M) es un subespacio del espacio vectorial L (). El
subespacio L (M) suele llamarse frecuentemente subespacio tangente
al plano M.

DEFINICION. Los planos I y 3t de un espacio U se llaman para-
lelos (notacion simbolica T ||MN), si sus espacios vectoriales tangentes
L (M) y L (N) son incidentes, es decir, si L (D) = L(T)o L (I) = L M).

De esta definicién se desprenden inmediatamente varios corola-
rios importantes.

COROLARIO 1. Dos planos M, y I, que se intersecan son paralelos
cuando, y sélo cuando, uno de ellos estd contenido en el ofro.

Efectivamente, si 9, y I, tienen un punto comin O, entonces
L) (=1, 2) es el conjunto de vectores de tipo OX (X €M) y por
ello la incidencia de fos espacios tangentes L (9t} v L (M,) equwale
a la incidencia de los planos 9, v M,.

COROLARIO 2. Si los planos M,, M, y M, son de una misma di-
mensién finita (o de una misma codimension finita) y M, || M, ¥
0, [[M,, se tiene VL, || DL,

Las dimensiones (las codimensiones) de los espacios tangentes
L (M;) son finitas e iguales. Por ello la incidencia de L (M) y L (M)
equivale a la coincidencia de los mismos y la afirmacién del coro-
lario se reduce a la observacion trivial de que L(M)=L(M,) v
LW,y =L (M,) implican' L (M,) =L (Dt,).

El corolario 2 significa que para cualquier £ finito todos los
planos k-dimensionales de un espacio afin arbitrario ¥ se descom-
pornien en haces de planos paralelos entre si. Estos haces se llaman
a veces direcciones k-dimensionales en .

COROLARIO 3. En un espacio afin U se tiene

MIM-u
para cualquier plano M y para cualquier traslacion u € L ().
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Efectivamente, el espacio tangente L(I.x) estd formado por
vectores de tipo XuYu (X, Y €M), Pero
XuVu=XuX4-XY +VV¥u=o—ut+ XV 4u=X7V

y por ello L (M-u)= L (M).

COROLARIO ¢. Por fodo punio B de un espacio afin pasa un hi-
perplano B, y sblo uno, paralelo a cualquier hiperplano M dado de
anfemano.

Si Be W, se ve del corolario 1 que el finico hiperplano que pasa
por B y es paralelo a Mt, es el propio hiperplano . Podemos
aceptar, pues, que B¢M. En virtud del corolario 3. el hiperplano
M-OB(O€M) pasa por B y es paralelo a M. Si existe otro hi-
perplano 9t que pasa por B y tal que 9|9, tenemos, segin el
corolario 2, N |V -08 y entonces, en virtud del corolariol, N yMM-0B
son incidentes. Pero los hiperplanos incidentes coinciden que es lo
que se queria demostrar.

TEOREMA 1 Si un hiperplanc P y un plano N de un espacio afin A
no se intersecan, resulta gue P es paralelo a M.

Queremos demostrar que L (9) < L (P). Supongamos, al contrario,
que para unos puntos A, BEN el vector AB no pertenece a L (P).
Tomemos- un punto cualquiera 0 € P (fig. 6)
y consideremnos el vector 04 . Puesto que
9 es un hiperplano, se tiene

LEO=L(P)+L(AVB)

y por ello para X€PB y U € AV B conve-
nientemente escogidos tenemos OA=0X—
— AU, de donde OU=0X vy, por consi-
guiente, U = X, lo que contradice a la con-
dicién de que PN =2.
TEOREMA 2. Para que dos planos M y N Fig. 6.
que no se intersecan sean paralelos, es nece-
sario y suficiente que uno de ellos sea un hiperplano en el espacio 0t \/ N.
La suficiencia estd contenida directamente en el teorema 1.
Demostremos la necesidad. Sea L(MN)= L (D) y sea 4 &N. Es sufi-
ciente demostrar que Tt v R =M \/ A. El plano Dt/ N esta formado
por aquetlos puntos X que dependen linealmente de unos puntos
A, X5 ..., X, de My unos puntos ¥, ..., ¥, de M. Es decir,

AX_:A'PTFV‘{' <ue +Mf_-_V:+H1:‘W1+ e AX, =
=AY+, + ... +p)JA0+0Z (YN y 0, ZeM).
Tenemos, por hipétesis, Z?EL(‘ER)EL(HH)_y; por consiguiente,

AY =0U (U g M). De aqui se desprende que AX € L(MV A)y por
lo tanto X e M/ A.
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COROLARIO 1. 8i Jos planos M y N son de dimensién finita y no
se intersecan, estos planos son paralelos cuando, y sélo cuando,

dim. (M V N) = méx (dim. M, dim, N) 1. (1)

La demostracion es obvia. En particular, de este corolario sacamos
la conclusién de que dos rectas que no se intersecan son paralelas
cuando, y sélo cuando, se encuentran sobre un mismo plano bidi-
mensional. Anélogamente, una recta y un plano bidimensional que
no se intersecan son paralelos cuando, y sélo cuando, se encuentran
en un mismo plano {ridimensional, etc.

COROLARIO 2. Cualquiera que sea el nimero finito k>0, por todo
punto B de un espacio afin 9 pasa un plano P k-dimensional, y sélo
uno, paralelo a un plano k-dimensional M dade de antemaro.

Podemos limitarnos a considerar el caso en que B¢M. Debido
a la férmula (1), el plano § debe ser un hiperplano del espacio
my B { por ello e] asunto se reduce al corolario 4 de la definicién
de los planos paralelos.

29.4. Funcionales lineales. Una funcion f:9 —s K, definida sobre

el conjunto de todos los puntos de un espacio afin 9 v con valores
en el cuerpo conmutativo principal K, se llama funcional sobre 9,

El concepto de una funcional sobre ¥ es un caso particular del concepto
de una funcién que estd definida sobre un conjunto argitrario y cuyos valores
pertenecen a un cuerpo conmutative dado K. Para estas funciones hemos definido
en el p. 4.1 los conceptos de una suma y de un producto de un niimero por
una funcién, resullancru que el conjunio de todas las funciones forma, respecto
a estas operaciones, un espacio lineal, cuya dimensién coincide con la potencia
det conjunto que sirve como el dominio de definicidn.

Una funcional f, definida sobre un espacio afin 9, se llama
lineal (o afin) sobre A, si para cualesquiera O, P, Q, REA y A,
K€ K que cumplen la relacion

OR =30P + p00Q ()
tiene lugar la igualdad
FHR)=A(f (PY—F(O) +p (f (Q)—F (0)+f(0). 2

Demostremos que para toda funcional lineal f es valida la im-

plicacion
XX = BMXX = (X)= Dh(F(X)=FX)+1 (X, 3
cualesquiera que sean X,, X, ..., X,, X€¥A y &, ..., L, €K.

Para s =2 |a implicacion (3) coincide la implicacion (1)=(2) que
define la linealidad de f. Aceptemos ahora por induccién que la impli-

5+1
cacién (3) es valida para un valor fijo s >> 2. Sea R.,Y=iZl,-X.,X,.Con-
=1
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siderando un punto X que cumple la condicidn X, X =12 AX,X,;, obte-
=1

nemos (3). Después, de la relacion Xo¥ = XX +Aguy XpXgeq ¥ delaim-
plicacién (1)=> (2} obtenemos
JF(V}= (-’{X)_f(-xn))“l"‘lﬁ-l (f (Xsﬂ)"'f(xun'i'f(x}u:

s+1

= 2 M (X)—F XD +] (X

que es lo que se queria demostrar.

Estd claro que todas las funcionales constantes son lineales. Es
también evidenie que la suma de unas funcionales lineales y el
producto de un niimero por una funcional lineal son de nuevo fun-
cionales lineales. Por esto el conjunto de todas las funcionales li-
neales sobre un espacio afin U es un espacio lineal. Este espacio
se indica por ¥, y se ilama conjugado de 9. El conjunio de todas
Jas funcionales constantes es un sugtspacio lineal de dimensién uno
del espacio 2,

LEMA. Si Fr es una funclonal lineal sobre un espacio efin A y
para unos puntos A, BEW se tiene [(A)==[f(B), enifonces en la
rec(tszA\/B existe un punto X tal que [(X)=a cualguiera que sea
aE K.

Tenemos para un punto arbitrario X€ Ay B

AX=)-AB (MEK), )
de donde, en virtud de (2),

[HX)y=A{ (B)y=F(A) +[ (A).
Por ello, tomando para A el valor

h=(a—f (ANF(B)y—(F (AN,

obtenemos de (4) el punto reguerido X € AV B tal que f(X)=a.

TEOREMA | Para toda funcional lineal no constante [ sobre un
espacio afin 9, el conjunio de los puntos X €U en los que | loma
un valor fijo « €K es un hiperplano de M. Reciprocamente, para todo
hiperplano M y cualquier « € K_existe una funcional lineal f, cuyos
valores son iguales a o sobre My diferentes de o fuera de M.

Demostremos la primera afirmacién. Sea 3 el conjunto de los
puntos X €% en los que f(X)=c. Puesto que la funcional f no es
constante sobre 2, {endremos f(A)s=f(B) para unos puntos A,
B ¢ 9l convenientemente escogidos. Segin el lema, de aqui se deduce
que en la recta A\/B existe un punto X perteneciente a M, de medo
que el conjutito M no es vacio. gi Xoy Xyp ooy X,€Wy Xees un
punto que depende linealmente de éstos, se tiene

f(XOJ‘——f(XI)='..-='f(X_,)='0€ (5}
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y para unos valores adecuados A,, ..., A, €K se tiene
XnX=)'|‘XnX:+---+a's'XnX3- fe)

De las férmulas (6), (3) y (5) enconiramos f(X)=«a, es decir,

X € M. En otras palabras, el conjunto M es un plano de 9. Resta
demostrar que codim. M=1. Como la funcional f noes constante,
existe un punto A tal que f(A)s%a y

X 4 por eilo A¢ 9. Tomemos un punto cual-
B quiera Xe¥U y  demostremos que
XeAVI. Si [(X)=«, tenemos X eM
o

y no hay nada que demostrar. Sea,
o N por esto, f(X)s=c y sea M€IM. En la
: recta A\ M (iig. 7) existe, segiin el lema,
Fig. 7. un punto B en el cual f(B)s=f(X) v,
or ello, en la recta BV X existe un
punto ¥ ¢ M.’ Vemos que depende linealmente de B y de N y
que B depende linealmente de A y M. Luego, X depende lineal-
mente de A, M y N y XeMV A,
Demostremos ahora la segunda afirmacién del teorema. Sea
A=MyvAysea MEM. Para todo punto X € existe entonces
una descomposicion de tipo

MX =rAMA+MU (eKy Uel

y s6lo una. Introduciendo la funcional f,{X)="A, vemos que ella
es igual a O sobre M y es diferente de 0 fuera de M y que la
funcional f(X)=f,(X)+a es igual a o sobre M y es diferente de
o fuera de M. Por lo tanto, resta sélo demostrar que la [uncional
fo es lineal. Sea

b 75 as o W 09 GETRERT T 0 o

MX:=a, MA+MU, (U,eM; i=0, I, ..., s) ™
y, por consiguiente, fo(X)=c¢; (i=0, 1, ..., 5). Como X, X,=

=MX;—W.,, de las férmulas (7) obtenemos
MX,  =MXo+ 20, (MX—MX) = (T (her;—Mag) o) MA-+MU,
de donde

fo (X pe) = D0 F XY= (Xo)) +F (Xo)

que es lo que se queria demostrar.

El conjunto de aquellos puntos X € en los que la funcional
dada f o el sistema de funcionales f; dado se anula se llama varie-
dad radical de la funcional (o del sistema de funcionales). Por’
esto el teorema | equivale a la afirmacién de que la variedad ra-
dical de una funcional lineal no constante es un hiperplano y de que
todo hiperplano es la variedad radical de una funcional lineal ade-
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cuada. Si la funcional es constante, su variedad radical es, obvia-
mente, o bien vacia o bien coincidente con ¥ (funcional nula). La
variedad radical de un sistema de funcionales es la interseccion de
las variedades radicales correspondientes a las funcionales del sis-
tema dado. Por lo tanto, la variedad radical de un sistema arbi-
trario de funcionales lineales es un plano (posiblemente vacio o
coincidente con todo el espacio 9).

Hemos demostrado en el p. 29.2 que todo plano M de codi-
mension finita s 2= 1 puede ser representado en la forma M=P, n ...
... NP, donde B, ..., P, son unos hiperplanos adecuados. In-
dicando por f; la funcional lineal, cuya variedad radical es %, ve-
ll'nos que M es el conjunio de aquetios puntos X € U, para los cua-
es

(X)=0, ..., [ {X)=0 (8)

Considerando el problema reciproco, preguntémonos ¢para quc
funcionales lineales f,, ..., fs la correspondiente variedad radical
(8) resultard ser un plano de codimensién s?

TEOREMA 2. Para que la variedad radical de un sistema de furcio-
nales lineales f,, ..., [; sea un plano de codimension s, es necesario
y suficiente que los funcionales f,, ..., f; sean linealmente indepen-
dientes (en ;) y que posean al menos un punto radicgl comiin.

Nfacasmw. Indiquemos por P, la variedad radical de la funcio-
nal f; Si

f.s(xl'=°51f: (X}+' . +°¢:-—J:-1(x) (X G%I}v

se tiene P, N ... N P,_,=P,. Luego, resulta que codim. (§, N... N YP,) =
=codim. (B,N ... NP,_) s y, por consiguiente, ias condiciones
del teorema son necesarias.

sUFIclENCIA. Tomemos

M=%, N... NP, ND,.

Tenemos, segiin el p. 29.2, codim. M<s. Supongamos que co-

dim. MM < s. Existen entonces en A unos puntos A4,,
tales que

cer flgy

A=MVANV...VA,_,. @)

Consideremos todas las funciones definidas sobre el conjunto
#AL, «--y A;_;} con valores en un cuerpo conmutativo K. Estas
unciones forman un espacio lineal, cuya dimensién es igual as—1,
si los puntos 4,, ..., A,., son diferentes, y es menor que s—1,
si algunos de estos puntos coinciden. Es decir, el espacio de las
funciones definidas sobre {4,, ..., A,.,} es de dimension no mayor
que s—1 y por ello al menos una de s cualesquiera funciones de-
. finidas sobre el conjunto sefalado puede ser expresada linealmente



350 Cap. Vili. Espacios afines

en términos de las demas. En particular, si consideramos las fun-
cionales f,, ..., [, s6lo sobre el conjunto {A,, ..., A,_,}, una de
ellas puede ser sin duda alguna expresada linealmente en términos
de las restantes. Sea, por ejemplo,

fo(X)=a,f (X)+... + 0t yfeoy (X). (10)

Esta igualdad es valida para todos los puntos X=A,, ..., 4,_,.
Basdndonos en que las funcionales consideradas son lineales y se
anulan sobre el plano M y empleando la relacién (9), veremos fa-
cilmente que la igualdad (10) es vélida para todos los puntos X € 21,
es decir, que las funcionales f,, ..., f, son linealmente dependien-
tes y con ello queda demostrada la suficiencia de las condiciones.
En efecto, de (9) se deduce que para todo punto X € 9 existen
unos puntos O, ¥ €M y unos nimeros X, ..., h_, tales que

0X = ?“lm:+ coe A 10—‘43-1 +Wi
luego, f;(@)=F,(¥Y)=0 y en virtud e (3, tenemos
L-(X}:k,ff(qu}-l*'...+?\.,_lf‘-(/“.,_,1} (£=1: E 5). (ll)

Teniendo en cuenta que la igualdad (10) es vilida para X=4,
(i=1, ..., s—1), obtenemos de (11) )

B0 =Zf )= T, B afi(4) =
§=1

5=1
= &gj ak I';l lffk (Af) - a!f‘l (X)+ B e +a3-«1f3-—-1 (X}

que es lo que se queria demostrar.

COROLARIC | Supongamos que un plano M de un espacio afin 9
es de codimension finita s. Entonces el conjunto ML de fodas las
funcionales lineales sobre A iguales a O sobre IR, es un espacio ve-
clorial de dimensidn s.

Efectivamente, si W+ contiene unas funcionales Foo spamefepy, IB
nealmente independienies y si §; es el hiperplano radicat de ia fun-

cional f,, tenemos
M= N NPsyy

codim. M = s+ 1.

En cambio, si todas las funcionales lineales de ML se expresan
linealmente en términos de f,, ..., f,_,, se tiene

mz:%ln s NPy,
y, por consiguiente, codim, M <Is—1.

COROLARIO 2. Parg todo espacio afin U la dimension del espacio
confugado U, es mayor en 1 que la dimensién de 9.

y, por ello,
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Sea B={A;[i€ I} una base de A y sea F una funcién cualquie-
ra que esta definida sobre B y toma valores en K. Fijemos un
punto cualquiera O €. Para tode punto X € 9 existe un sistema
M, ..., M€K definido univocamente que cumple la condicidn

OX =m,04;, + ... +4,04,.
Definamos mediante la funciéon F la funcional
(X)) =30, (F(Ay)—F (0) + F (0).

Se comprueba facilmente que la funcional f es lineal sobre 9
y que F—f es un isomorfismo del espacio vectorial de las funcio-
nes, definidas sobre 2, sobre el espacio vectorial A,. Por lo tanto,
la dimensién de U, es igual a la potencia de la base B, es decir,
es mayor en 1 que la dimensién de 91.

Complementos y ejemplos

L. S8ea A un espacio afin sobre un espacio vectorial L=L (). Para todo
lano M < ¥, indiquemos por WL el conjunto de las funcionales lineales sobre

que son iguales a O sobre 1. Reciprocamente, para todo conjunte 1l de
funcionales lineales, indiquemos por W' la variedad radical de li. Entorces,
para un espacio A de dimensién arbitraria es valida la siguiente ley de dualidad:
para fodo plano na vacio MU se tiene (ML)T =M y la dimensién de M
es igual a la codimensién de ML en el espacio lineal %, de todas tas funcio-
nales lineales sobre 9. Reciprocamente, si un subespacic lineal U ¥, no
contiene funcionales constantes diferentes de cero, se tiene U T £ &, (W) L=y

y la dimensién de I es igual a la codimensién de UT en 9.

2. HOMOMORFISMOS DE ESPACIOS AFINES, Los espacios afines sobre un
cuerpo conmutativo K son unas dlgebras de signatura fija y, por ello, se puede
hablar de Aomomorfismos, congruencias y espacios cocientes de los espacios afines
sobre K. Es fécil ver que siendo ® una congruencia sobre un espacio afin %,
las clases de equivalencia segin © son los planos que se obtienen uno de otre
mediante traslaciones y gue son, por ende, paralelos. Reciprocamente, si 10} es
up plano, todos los planos paralelos a éste, que se obtienen de fIR mediante
trasiaciones, forman el sistema de clases de equivalencia segiin una congruencia

8 sobre . La dimensién del espaclo cociente /Bm es igual a la codimen-
sién de M.

3. De los axiomas Af, A; y Aj se ve que Ja clase de todos los espacios
afines sobre un cuerpo conmutativo fijo K se define mediante identidades, es
decir, que esta clase es una variedad de digebras. Por ello se puede hablar de
espacios afines libres sobre un cuerpo conmuiativo K provistos de un sistema
dado de generadores libres. Puesto que una base de un espacio de dimensién
finita es un sistena de generadores del mismo, el nimero de sus elementos
disminnido en 1 coincide con la dimensién de ¥ y como todos los espacios de
una dimensién dada son isomorfos, todo espacio afin % sobre K es un espacio
libre y los elemenlos de cuatquier base de ¥ son los generadores libres de 2.

4. Indiquemos por M X B el producto cartesiano de los espacios a[in?s
A y B sobre un cuerpo conmutative fijo K (comprendido como el producto
carfesiano de las dlgebras U y B). Demuésirese que el espacio vectorial de las
trastaciones L (3 X ¥) es isomorfo a la suma directa de los espacios L (%) y L (B),
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En particular, un espacio afin de dimensién finita n es isomorio al preducto
cartesiano de n espacios afines de una dimensidn.

5. Indiquemos por G el grupo de los automorfismos de un espacio afin .
Para todo punto O € ¥ indiquemos por Gy el conjunto de todos los automor(is-
mos de ¥ que dejan inmévil el punto 0. Sea, finalmente, D el conjunto de
todas las trasiaciones de %. Es ficil comprobar que Gg es un subgrupo de Gy
que D es un subgrupo abeliano invariante de &. De acuerdo con el teorema
4 del p. 29.1, tenemos la descomposicidn semidirecta

G=Gg-D (G D=1}

de la cual se deduce, en particular, gque el grupo cociente G/D es Isomorfo
a Ggp. Si el espacio A es de una dimensidn, el grupo Gp es isomorfo al grupo
multiplicativo del cuerpo conmutative K y es por lo tante
abeliano, miientras que el grupo @ es metaabeliano.

6. Compruébese, en las notaciones del complemento
anterior, la igualdad

— —_— — j—
A0.Gp-0A=0A—1.Gp0A= G,

7. Como hemos visto en el teorema 5 det p. 29.2, si
o la caracteristica del cuerpo conmuiativo K es diferente de
Fig. 8 2, todo conjunto fM de puntos de un espacio afin sobre K
que con dos cualesquiera puntos distintos suyos contiene
también toda la recta que pasa por éstos, es un plano. Para cuerpos de carac-
teristica 2 esto, en general, no es valido. Sea K el cuerpo conmutativo formado
por dos elementos O y 1, sea ¥ el espacio vectorial de })ares (x, ) (x'ﬂf € K)
y sea U el espacio alin sobre £ (fig. 8). Se comprueba ficilmente que ¥ tiene
en total 4 puntos y 6 rectas. El conjunto T ={(0, 0), (0, 1}, (1, O)} no es un
lano, aunque con cusalquier par de sus puntos contiene la recta que pasa por
os mismos (que cecincide con este par).

§ 30. Coordenadas afines

30.1. Coordenadas de un punio. Sea U un espacio afin de dimen-
si6n finita n sobre un cuerpo conmutativo K. Segiin el p. 29.2, toda
sucesién (A, A4,, ..., A,) formada por n+1 puntos linealmente
independientes del espacio 9 se 1lama base de . Una sucesién
(A, v, -.., ©,), formada por un punto cualquiera A, €A y por
unos vectores linealmente independientes v, ..., v, de! espacio
vectorial L (™), se llama base de referencia (hablando con mas pre-
cision, base de referencia n-dimensional) de . El punto A, se ilama
origen de la base de referencia. Estd claro que a toda base
(A,, 4,, ..., A,) le corresponde ia base de referencia (4, A,4,, ...,

., A,4,) vy que a toda base de referencia (A,, v,, ..., v,) le cor-
responde la base (A4, A, ..., Aw,). Por esta razon no se hace
frecuentemente diferencia entre los conceptos de base y de base de
referencia.

Fijemos en el espacio 2 una base de referencia R=(0, 04, ...,04,)
que serd llamada base de referencia coordenada. Para todo X € ¥, su
radio vector OX puede ser representado entonces univocamente en
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la forma . .
0X=§l'o’q1+"+§n'o‘4n {EEK)I (I)

Los nimeros &', ..., £ se llaman coordenadas del punto X en
la base de referencia R (o en la base (0, 4,, ..., A4,)) v la fila
E=(', ..., §" se llama fila coordenada del punto X en la base
de referencia sefialada. Estas coordenadas se llaman a veces coorde-
nadas afines. Al cambiar la base de referencia coordenada (incluso,
por ejemplo, al cambiar el orden en el que siguen los vectores),
cambia también la fila coordenada del punto. La ley de variacion
serd considerada mas tarde, en el p. 30.4.

Sean X,, X, y X, unos puntos arbitrarios del espacio. Se dice
que el punto X, divide al par de puntos (X,, X,) segin la razén A
(L€ K), si X X,=aX X,. De aqui se deduce, en particular, que si
el punto X, divide al par de puntos (X,, X,) segin una razén
determinada, los tres puntos se hallan sobre una misma recta.
Reciprocamente, si los puntes X,, X,, X, se hallan sobre una misma
recta y X, 5= X,, el punto X, divide indudablemente al par (X,, X,)
segn la razon b= X,X;: X,X,, ya que los vectores X, X, y X X,
deben ser linealmente dependientes.

¢Cémo~ determinar —dados el niimero A€ K y las coordenadas
(8%, -.., ED) v (B}, ..., E) de los puntos X, vy X,~—las coorde-
nadas (&, ..., &) del punto X, que divide al par (X,, X,) segin la
razon A? Tenemos, por hipotesis,

OX =804, + ... +8 04, (i=0,1,2),

de donde
XI'XI’+1=WI+I-—OXI=(§}+]_"§}}'OA1+"' +[§;‘+1_€?)'0An-
De la relacion X, X,=AX X, resulta

H—t=aE—tD ‘

y por ello . ;
— B+ AR -
E{"‘ﬁ (l—]v ‘I“’n:"
Estd claro que el nimero dado A debe ser diferente de —1, ya
que en el caso contrario de X, X, = —X_X, se tiene X,=X,. To-
mando A=1, obtenemos las férmulas

[
g{ = En‘;‘ﬁs

(i=1, raey ﬂ)

para las coordenadas del punfo medio X, del par (X, X,).
Veamos ahora cémo se refleja la independencia lineal de unos
puntos arbitrarios X,, ..., X, del espacio % en las filas coorde-
nadas de los miismos, Sea
0X;=E-0A,+... +8.04, (i=1,..., ), 2)
de modo que (&}, ..., &) es la fila coordenada del punto X;enla

23 -1843
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base de referencia escogida. La independencia lineal de estos puntos
equivale, por definicién, a la independencia lineal de los vectores
X, X, .... X, X,. Tenemos de la igualdad (2)
X, X;=0X;—0X,= (& —&) 04, + ... + & —E)-04,,

es decir, la fila (& —E, ..., E—E]) es la fila coordenada del
vector X X, en la base O4,, ..., OA,. Por esto el nimero maximo
de punios linealmente independientes del sistema X,, ..., X,, que
se obtiene agregando la unidad gl nimero maximo de vectores
linealmente independientes del sistema X,X,, ..., X,X,, es igual a

El—El ... BI—Ep

1+ rango -« -« |=l+rango [[E;—EL|.
El—E& ... E7—Ef
Es facil ver que
1 ne
Bt ... 88 4
l4rango | - -+« + « - |=rango P
[g}—gi o E:_g?] I‘E} Hgg

Efectivamente, restando de la segunda fila, ..., de la n-ésima
fita de la matriz del segundo miembro su primera fila, no alleramos
su rango y, por ello,

LE ... B U SRS
1B ... & 0B—8 ... uH—8|_
rango | . . . . |=rango} . . . .. . ..
1E ... B 0B —B ... -8

=1+rango ||E/—Eill
que es lo que se querfa demostrar.

Sea (£, ..., £7) la fila coordenada de un punto X. Con frecuen-
cia la fila (1, &, ..., §") suele llamarse entonces fila coordenada
ampliada del punto X. El resultado que hemos obtenido puede ser
expresado ahora en los términos siguientes: el nidmero mdximo de
puntos linealmente independientes en el sistema X,, ..., X, es igual
al rango de la matriz formada por las filas coordenadas ampliadas
de los puntos de este sistema.

En particular, para que los puntos X, ..., X, X,.,, deun espa-
cio afin de n dimensiones sean linealmente independientes es necesario
y suficiente que

LE LB
L I

¢ g a g n |00 &)
|IE#.+1---§:§+;
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donde &}, ..., &/ son las coordenadas del punfo X, (i=1, ...,
n4-1).

El determinante que figura en (3) a la izquierda del signo = se
liama a veces deferminante volumen del sistema de puntos X,, ...
..., Xp4q. Su anulacion significa que los puntos X, ..., X,,, se
hallan sobre un mismo hiperplano del espacio .

Hemos introducido en el p. 29.4 el concepto de una funcional
lineal f(X) en un espacio afin 9. Veamos cémo pueden expresarse
los vaiores de esta funcional en términos de las coordenadas del
punto X. Sea (§', ..., £ la Tila coordenada de un punto X en
una base de referencia R=(0, 04,, ..., 0A4,). De (1) y de la
relacion que caracteriza la linealidad de f(X) obtenemos entonces

FX)=a,B'+ ... toti+a, (4

donde o;=f(A)—f(0) y ea,=f(0) son unos nameros fijos que
dependen solamente de la funcional f y de la base de referencia R.
Viceversa, tomando unos numeros o, o, ..., &, €K totalmente
arbitrarios v definiendo la funcional f mediante la férmula (4), po-
demos. comprobar facilmente que f es lineal sobre %.

Se dice que el polinomio oE'~-... 4B 4-a, en las variables
B, ..., E" representa la funcional [ en la base de referencia R. De
lo expuesto se ve que la correspondencia entre los polinomios li-
neales en n variables E', ..., E" y las funcionales lineales sobre %
es biyecliva; ademas, si la funcional [ estd representada por el po-
linomio a8+ ... 4 o,E"+a, v la funcional g por el polinomio
B.&+...+BE"+B, se tiene

M (X)+pg (X) =0ty + BB+ .. + (ot + pB,) Bty 1By (5)

En ofras palabras, poniendo en correspondencia a toda funcional
lineal sobre ¥ el polinomio en &, ..., £" que la representa, ohte-
nemos una aplicacidn isomorfa del espacio vectorial 9, de todas
las funcjonales lineales, definidas sobre ¥, sobre el espacio vectorial
de todos los polinomios lineales (no homogéneos) en EY, ... &7 con
coeficientes del cuerpo conmutativo principal K.

De (5) se ve que las operaciones de adicion de las funcionales
lineales y de multiplicacion de las mismas por un nimero se redu-
cen a las operaciones correspondientes con las filas de coeficientes
de los polinomios lineales. De aqui deducimos, en particular, que
el nimero maximo de funcionales lineales linealmente independien-
tes, contenidas en el sistema f,(X), ..., f;(X), es igual al rango
de la matriz formada por los coeficientes de las formas lineales que
representan a las funcionales sefialadas.

30.2. Ecuaciones de planus. Aceptaremos que en un espacio
de n dimensiones sobre un cuerpo conmutativo K se ha fijado una
base de referencia R=(0, 0A,, ..., OA4,) y en lo sucesivo enten-

2y
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deremos por coordenadas de los puntos de U las coordenadas de
éstos en la base de referencia R.

Sea P(E, ..., £ una condicion que relaciona unos nimeros
arbitrarios B!, ..., &" de K. Luego, para todo sistema concreto de
valores de las variables E, ..., E"€ K la condicion P puede ser
veridica o falsa. Se dice que la condicién P define en el espacio 2
un conjunto de puntos M, si cualquier punto X € ¥ pertenece a M
cuando, y sélo cuando, las coordenadas (B, ..., &%) del punto X sa-
tisfacen la condicidn P.

De aqui resulta, en particular, que si las condiciones P (!, ...

L ED y Q& ..., E") definen en el espacio ¥ los conjuntos
respectivos M y N, la comjuncién de estas condiciones P(E', ...
o B oy QB ..., B define la interseccion de los comjuntos
sefialados, la disjuncién P o Q define la union M yMN de los mis-
mos y la negacién no P define el compiemento CD=ANM.

Sea f(E!, ..., £") una funcién que estd definida sobre K y toma
valores en K. La condicidn de tipo

FEY ..., =0 (1)

se llama ecuacidn en las variables &, ..., " y la conjuncién de
las ecuaciones
fi@ .. §9=0 ¢=1,2, ...,59) (2)

se llama sistema de ecuaciones en las variables &', ..., £ Si el
sistema de ecuaciones (2) define en el espacio ¥ un conjunto Mi,
se dice también que (2) es el sistema de ecuaciones para el conjun-
to M. El conjunto A de puntos definide por el sistema de ecuaci-
ones (2) es, segin la observacién hecha anteriormente, la interseccién
de los conjuntos definidos por cada una de las ecuaciones del sis-
tema (2) por separado.

En un cuerpo conmutativo arbitrario la condicién «ff =0 equi-
vale a la disjuncion =0 o Bp=0. Por esto, si las ecuaciones

fEY vory B=0 v g&, ..., =0

definen (por separado) en el espacio ¥ los conjuntos respectivos
y R, la ecuacion

-‘F(Elr very E"]'g{gl! ey §H}=0 . (3)
define en 9 la unién de los conjuntos W y N,

Un conjunto M de puntos de un espacio afin U se llama hiper-
superficie algebraica, si existe un polinomio f(§', ..., £" en las
variables &, ..., " con coeficientes del cuerpo conmutative K {al
que M se define por la ecuacién (1).

El grado del polinomio f respecto al conjunto de las variables
g, ..., E? se llama grado de la hipersuperficie 3. Puesto que un
mismo conjunto Pt puede tener varias ecuaciones diferentes, una
misma hipersuperficie algebraica puede tener diferentes grados. Es
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facil darse cuenta, en particular, de que si una hipersuperficie tiene
el grado n, cualquier nimero mayor también es grado de ella. El
menor de los grados de una hipersuperficie algebraica dada se llama
orden de la misma.

Como el grado de un producto de polinomios es igual a ta suma
de los grados de los factores, de la férmula (3) se deduce que la
union de unas hipersuperficies algebraicas de ordenes s y ¢ es de
nuevo una superficie aigebraica de orden no mayor que s--f.

Se dice que una hipersuperficie algebraica O se descompone,
si es la union de dos hipersuperficies algebraicas no vacias diferen-
tes de la dada.

La interseccién de un nimero finito de hipersuperficies alge-
braicas se llama variedad algebraica.

Los conceptos de hipersuperficie algebraica y de su orden han
sido definidos mediante el tipo de las ecuaciones a las que satis-
facen las coordenadas de un punto arbitrario de la hipersuperficie.
Al cambiar la base de referencia coordenada, también cambiaran
las coordenadas del punto y con ellas las ecuaciones del conjunto
considerado. En lugar de hipersuperficie algebraica de orden s, seria
mas correcto hablar por esto de una hipersuperficie algebraica de
orden s en una base de referencia coordenada dada y, anilogamente,
de la descomposicion en la base de referencia coordenada dada, etc.
Sin embargo, demostraremos en adelante que la propiedad de un
conjunto de ser una hipersuperficie algebraica de un orden dado no
depende, de hecho, de la seleccién de la base de referencia coor-
denada.

Las propiedades de las variedades algebraicas arbitrarias cons-
tituyen el tema de estudio de una asignatura especial, la Geome-
tria algebraica. En este libro seran estudiadas solamente las hiper-
superficies de primer orden (los hiperplanos) y sus intersecciones
(los planos).

Es poco cémodo que las definiciones de algebraicidad y de orden
dependan, como hemos sefialado, de la seleccién de la base de re-
ferencia coordenada. Para deshacerse de esta dependencia se emplea
el siguiente procedimiento. Sea f(X) una funcional dada en un es-
pacio afin o de dimensién n. Escojamos en 9 una base de referencia
coordenada cualquiera R= (0, 04,, ..., 0A,) y pongamos en co-
rrespondencia a toda sucesién &, ..., " de nameros de K el nimero
f(&, ..., §") igual a f(X), donde X es el punio de coordenadas
E, ..., £ Resulta asi que a toda funcional se le pone en corres-
pondencia una funcién en n variables B!, ..., E* que representa
a la funcional f en la base de referencia coordenada dada R. Reci-
procamente, definiendo para la funcién f(&, ..., &) la funcional
[(X) mediante la igualdad

f(x)=f(§ll ey §”)n
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vemos que cualquier funcién €n n variables representa a una fun-
cional en la base de referencia sefialada. Esiad claro que la variedad
radical de la funcional [(X), compuesta de aquellos puntos X €
para los cuales f(X)=0, coincide con el conjunto que la ecuacién
f(&, ..., £ =0 define en la base de referencia ccordenada dada.
Sin embargo, en la definicién del concepto de una fincional y de
su variedad radical no figuran las bases de referencia coordenadas
v, por ello, es preferible representar las ecuaciones de un conjunto
de puntos en la forma f(X)=0, donde f es una funcional. ¢Como
entonces caracterizar aguellas funcionales cuyos valores se represen-
tan por polinomios? La respuesta es la siguiente. Hemos visto ya
en el p. 30.1 que los polincmios lineales representan a las funcio-
nales lineales. Consideremos ahora las funcionales F(X,, ..., X|)
en s punfos variables. Una funcional F(X,, ..., X,) se ltama lincal
respecto al i-ésimo argumento X;, si se convierte en una funcional
lineal en X, para cualesquiera valores fijos de las restantes va-
riables. Una funcional F (X, ..., X,) se llama pofilineal si es lineal
respecto a cada uno de sus argumentos. Hemos llegado ahora al
momento central: una funcional f(X) en una variable X se llama
funcional (o forma) de orden s (o de grado s), si existe una funcio-
nal polilineal F(X,, ..., X,) en s variables {al que

HX)=F (X, oui X

Se comprueba facilmente que habiendo sido fijada una base de
referencia coordenada cualquiera, la funcional f(X) es de orden s
cuando, y so6lo cuando, sus valores se representan por un polinomio
adecuado de orden s en las coordenadas del punio X. La demos-
{racion la omilimos aqui debido a su evidencia.

Después de estas consideraciones generales pasamos ahora al
problema principal de este paragrafo que es el estudio de las ecua-
ciones de los planos.

Supongamos, pues, que en un espacio afin dado de dimension
finita n se ha fijado una base de referencia coordenada arbitraria
R=(0, 0OA4,, ..., OA,). Una ecuacién de primer grado en las va-
riables B!, ..., E" es una ecuacién de tipo

a bl ...+l =8, (4)
donde al menos uno de los coeficientes a,, ..., «, es diferenie de
cero. Infroduciendo la funcional

fX)=o8+ ... +a8"—B,
vemos que el conjunio de puntos M representado por la ecuacién
(4) es la variedad radical de la funcional f(X). La funcional | (X)
es, segiin el p. 30.1, iineal y no es constante, de modo que Mt es
un hiperplano en . Luego, una ecuacion lineal arbifraria en unas
variables B, ..., & representa un hiperplano en un espacio afin.
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Consideremos un sistema cualquiera de ecuaciones lineales
a8 a8+ . odE =,
aff +ag 4+ .. ok =p5.

Indicando por M, el conjunto de los puntos cuyas coordenadas
satisfacen la i-dsima ecuacion de (5), vemos que el sistema de ecua-
ciones (5) define la interseccién de hiperplanos M =81, N ... NWK,.
Segln el p. 29.2, esta inferseccidn o bien es vacia o bien es un
plano cuya codimension no pasa de s, de modo que la dimension
de M es no menor que n—s. ¢Cuil es el valor exacto de la dimen-
sion de M?

Introduzecamos las funcionales lineales

frX)=aff' + ... +af"—B* (i=1L, ..., s).

El plano Mt es la variedad radical del sistema de estas funcio-
nales. Si M=~ la dimension de M es igual, por lo visto en el
teorema 2 del p. 29.4, al namero maximo de funcionales lineal-
mente independientes en el sistema f,, ..., f,, es decir (véase el
p- 29.4), la dimensién de M es igual al rango de la matriz [|o |
formada por los coeficientes de las variables del sistema de ecua-
ciones (5).

Resta aclarar en qué caso M= y en qué caso V=% &, es
decir, bajo qué condiciones el sistema (5) es compatible, Pero la
respuesta a esta Gltima pregunta viene dada por el teorema de
Kronecker — Capelli (véase el p. 5.3): para que el sistema de ecua-
ciones (5) sea compatible es necesario y suficiente que el rango
de la matriz principal de este sistema coincida con el rango de su
matriz ampliada. Hemos obfenido de esta forma el teorema siguijente:

TEOREMA. En un espacio afin U de n dimensiones todo plano
(n-—=r)-dimensional (0<Cr<n) M puede ser representado, en cual-
quier base de referencia coordenada, por un sistema de ecuaciones
de tipo

(5)

g8 H B L ol =P (i=1, ..., r) 6

tal que el rango de la matriz principal ||| es igual a r. Un
sistema arbitrario de ecuaciones lineales de tipo (4) representa en
un plano (n—r)-dimensivnal siempre que los rangos de las matrices
principal y ampliada del sistema (4) coincidan y sean iguales a r.
En cambio, si dichos rangos son diferentes, el sistema (4) es incom-
patible y, por consiguiente, representa el piano vacio.

Consideremos el problema siguiente, Dadas las filas coordenadas
(B!, ..., Bf) de unos puntos B; (=0, 1, ..., s) de un espacio ¥,
hallar la ecuacién del plano minimo M =B, v B, VV/ ... V B, que pasa
por los puntos dados.
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Resolvamoslo primero en la forma vectorial. El plano 9t se com-

pone, segiin el p. 29.2, de los puntos X € ¥ tales que el vector B,X
puede ser represeniade en la forma

m=a|8ﬂ31+”-+133n83 (?ﬂl L LR ¥ z’sEK}:
es decir,
OX =, (0B,—0By)+ ... + A, (0B,—0By) -+ 0B,. )

La ecuacion (7) se llama a veces ecuacion de un plano en la
forma vectorial paramétrica. Introduciendo aqui en lugar de los
radios vectores OX y OB, sus filas coordenadas correspondientes,
obtenemos las relaciones

F=—P0M+ .. . +B—P)A+F (=1, ..., n). (8

Poniendo Pi—B} =19}, podemos representar estas relaciones en

la forma
Hovihb .o v HBy (=1, .ooy ), )

que expresa las coordenadas de un punto arbitrario X € I en tér-
minos de los parametros independientes auxiliares &, ..., A,. Las
ecuaciones (9} se llaman ecuaciones coordenadas paramétricas del
plano M. Puesto que M=5B, Vv B, V ... VB, la dimensién de M
es igual al nimero méaximo de punios linealmente independientes
que figuran en el sistema B,, B,, ..., B, disminuido en 1, es
decir, es igual al range de la matriz C=| ¥f|] formada por los
coeficientes de las variables A,, ..., A, de las ecuaciones paramé-
tricas. .

Para obtener de las ecuaciones paramétricas (9) de un plano M
sus ecuaciones generales de tipo (5), es suficiente eliminar del
sistema (9) los parametros X, ..., A,. Esto se puede hacer, por
ejemplo, del modo siguiente. Buscamos el rango de la matriz || vfﬂ
Supongamos que éste es igual a r; luego, entre las ecuaciones (9)
existen unas ecuaciones i,-ésima, i,-ésima, ..., j.-ésima y entre
los parametros A, ... A, existen unos parametros A;, ..., A,

(i< oo <y iy < ... <,) tales que det [|viz][+£0. Resolviendo
estas ecuaciones respecto a las incognitas A, ..., Ay, obtendre-
mos para éstas unas expresiones lineales en términos de §,, ..., &,
y de los restantes parametros A; (i¢{jy ..., i,}). Introduzcamos
ahora los valores obtenidos de los pardmetros en cada una de las
ecuaciones restantes del sistema (9). Obtendremos asi unas relacio-
nes lineales entre las variables E;, ..., &, vy los pardmetros 2,
& {0, <~y I}, Los pardmetros A, aparecerdn, de hecho, en estas
relaciones con coeficientes nulos (debido a que r es el rango de la
matriz yyj ) v, por ello, las relaciones obtenidas seran unas rela-
riones de tipo (5) que representaran el plano M.
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En los razonamientos realizados hemos supuesto que 0<Cr < n.
Si r=n, el plano M pasara por n+4 1 puntos linealmente indepen-
dientes y coincidira con todo el espacio ; si se quiere, su «ecua-
cion general» puede ser representada en la forma

0-8'4...4-0.E"=0. (10)

Consideremos el problema reciproco: ¢edmo hallar las ecuaciones
paramétricas de un plano @ dado por unas ecuaciones generales
de tipo (5)? Supongamos que la dimensiéon de M es r < n. El
sistema (5) contiene entonces sélo r ecuaciones independientes y los
coeficientes que tienen en estas ecuaciones unas r variables forman
una matriz de determinante diferente de 0. Supongamos, para conc-
retar, que son independienfes las r primeras ecuaciones y que es
diferente de cero el determinante formado por los coeficientes de

las variables &, ..., /. Resolviendo las r primeras ecuaciones
respecto a Jas variables &, ..., £, obtendremos entonces un sistema
de ecuaciones de tipo

EF=vhal ™ 4. g+ (=1, ..., 1) (1n

equivalente al sistema (9). Esta claro que el sistema (11) es equi-
valente a las ecuaciones paramétricas

Byt VA B (=1, ..., P,
§/=h;, (i=r+1, ..., n).

Hemos considerado detalladamenie el problema de la determi-
nacion de las ecuaciones del plano minimo que pasa por los antos
dados. Esta claro que dicho problema represenia un caso particular
de un problema mas general sobre la determinacién del plano
minimo que pasa por los planos dados M y M. Sin embargo, este
problema mas general puede ser reducido de un modo formal al
primer problema. En efecto, los planos M y N pueden ser repre-
sentados en la forma

M=B,V B,V ... VB, (dim.M=s),
N=C,VC, V... VC, (dimN=1),

donde B,, B, ..., B, son unos puntos linealmente independientes
de M y C,, C,, . ., C; son unos puntos linealmente independien-
tes de M. Entonces

SJE,VBEFB“V--. VB:\/C‘]V.“VC¢

y €l problema ha quedado reducido a la determinacién del plano
minimo que pasa por los puntes By, ..., B,, Cy, ..., C. ¢Cémo
determinar los puntos By, ..., B, si el plano Wi viene dado por
sus ecuaciones generales de tipo (5)? Uno de los métodos (que no
es el mas breve) es el siguiente. Reducimos el sistemna (5) a iu
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forma (11). Indudablemente podemos tomar entonces para los pun-
tos B; los puntos de las filas coordenadas siguientes

(Bo)=(p*, B2, couy B, 0,0, ..., 0,

{B‘l}z{ﬁl"}—?;-ﬂl ﬁ2+?_3+h Nomomy ﬁr"’f‘?;-l-l' l! Oo Sl ) O)r

(B =(B'+Vtegs Bk VPeas ooy BT+, 0, 1, ..., 0),

(Bi)={B"+vi B*+v2 ... B4V 0,0, ..., 1)
($-Fr==n).

Consideremos otro problema particular. Supongamos que en un
espacio ¥ se ha escogido unma base de referencia coordenada
R=(0,04,, ..., 0A,). Los plancs de tipo OV A,V ...V 4y,
(I1<<i, < ... < i, =< n) se llaman entonces planos coordenados r-di-
mensionales. Poniendo

P=0VAV...VA, VAV ... VA, (12)

vemos que P,, B, ..., B, son todos los hiperplanos coordenados
posibles, De (12) resulta que un punto X de coordenadas (!, ..., E")
pertenece a P, cuando, y sélo cuando,

B0, (13)

En otras palabras, la ecuacion (13) es la ecuacidn del hiperplano
%P;. E] plano coordenado O\ A, V/ ... V Ai, =M es la interseccién
de todos los hiperplanos 3, que tienen el indice diferente de
iy, +.., . Por esto las ecuaciones del plano M pueden ser repre-
sentadas en la forma :

§“=§‘3=... 251:»0,

donde a, B, ..., v es la sucesién de aquellos niimeros naturales
del conjunto 1, 2, ..., n que no figuran en el conjunto {i,...,1i}.
Por ejemplo, las ecuaciones del i-ésimo .eje coordenado OV A,
pueden ser represenfadas en la forma

TR, W — |

A {Hlulo de ilustracién consideremos el siguiente ejemplo numé-
rico. En el espacio afin R® corriente real de tres dimensiones esti
dada medianie dos ecuaciones

B 4+28— B5=1, }
B 28P— 28 =2
una variedad lineal 9.
¢Cuél es la dimension de MM? Componiendo la matriz ampliada

de este sislema
12 =11
12 —-22j"

(14)
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vemos que contiene un determinante de segundo orden diferente
de cero, cuyos elementos estan indicados con las cifras gruesas,
Es mas, este determinante pertenece a la matriz principal del sis-
tema. Por esio el rango de la matriz ampliada, que es igual a dos,
coincide con el rango de la matriz principal. De aqui sacamos la
conclusién de que la codimensién de Mt es igual a 2 y de que la
dimension de MM es igual a 1, es decir, M es una recta.
Resolviendo ¢l sistema (i4) respecto a &' y E?, encontramos

B,
gr=—2t.

Podemos aceptar aqui que &? es un parametro, de modo que (15)
puede ser considerado como las ecuaciones paramétricas de la
recta M. Dando al parimetro &® los valores 0 y |, obtenemos
de (15) que los puntos de coordenadas (0, 0, —1) y (—2, 1, — 1)
se hallan sobre la recta 9.

Consideremos otro ejemplo. ¢Qué conjuntos de puntos del espa-
cio R* son representados por las ecuacienes

a) B =0,

b) (8)—¥E+EE 45 —8 4 EB=0

Estd claro que en el caso a) el conjunto incognito es la colec-
cion de los tres hiperplanos coordenados de ecuaciones 1) Et =0,
2) §?=0 1y 3) £ =0. En el caso b), el primer miembro se descom-
pone en los faclores B'41 y E'—E*4+E® y, por ello, el conjunto
incégnifo es la celeccion de los hiperplanos de ecuaciones 81 +41=0
y B—E - E =0,

30.3. Ecuaciones de hiperplanos y de rectas. Queremos exami-
nar aqui mas detalladamente las ecuaciones de los hiperplanos y de
las rectas, asi como las condiciones de paralelismo de los mismos,
expresadas en la forma coordenada.

TEOREMA 1. Todo hiperplano de un espacio afin de n dimensiones
puede ser representado mediante una ecuacidn de primer grado

aflb ... ot o, =0. (1)

Para que un hiperplanc representado por la ecuacion (1) coincida
con un hiperplano representado por la ecuacion

ﬁl%l—l— L +ﬁu§"+ﬁn=0’ (2)

es necesario y suficiente que sean proporcionales los coeficientes co-
rrespondientes:

(13)

5
T
Los hiperplanos representados por  lus  ecuaciones (1) gy (2)
son paralelos cuando, y s6lo cuando, sus respectivos ceeficientes

_%a_ %
S (3)
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principales son proporcionales:

al = = a”
y i o (1)
El teorema contiene tres afirmaciones. La primera ha sido ya
demostrada en el p. 30.2. Para que los hiperplanos (1) y (2) coin-
cidan es necesario y suficiente que el conjunto de las ecuaciones
(1) v (2} defina un hiperplano. Esto equivale, segiin el teorema

del p. 30.2, a que
[a. ce ao] ]
rango =
g ﬁ: R ﬁn ﬁo

y esto significa precisamente que tiene lugar (3).

Los hiperplanos (1) y (2) son paralelos, si coinciden, y enton-
ces tenemos (3), o si no se intersecan. En el ¢ltimo caso las ecua-
ciones (1} y (2) deben ser incompatibles y por esto, segfin el teorema
de Kronecker—Capelli, se tiene

rango [t - “n]=1,

g I:ﬁ.'l Lok e ﬁn

es decir, se tiene (4). Luego, la condicién (4) es veridica en ambos
€asos,

Consideremos el problema: dada la ecuacién (1) de un hiperplano P
y las coordenadas &}, ..., E} de un punto A, hallar la ecuacion del
hiperplano que es paralelo a P y que pasa por el punto A.

Sea (2) la ecuacién del hiperplano P’ que ﬁuscamos. Puesto
que este hiperplano es paralelo al hiperplano (1), deben cumplirse
las condiciones (4). Por esto multiplicando la ecuacién (2) por un
coeficiente de proporcionalidad adecuado, podemos representar la
ecuacion del hiperplano que buscamos §3’ en la forma

alfl+... Fal po=0. (5)
El punto 4 se halle, por hipotesis, sobre $’. Por ello
ald+. .. +ofi+pi=0. 6

Restando de (5) término por término (6), obtenemos la ecuacion
deseada

o (B —E) 4 ... 4o, E—E)=0.

Esta claro que el hiperplano definido por la ecuacién (1) pasa
por €l origen (0, ..., 0} dela base de referencia coordenada cuando,
y s6lo cuando, @,=0. Consideremos el caso en que a,==0. Divi-
diendo por —c, todos los coeficientes de la ecuacidn (1), podemos
reducirla a la forma

2 B
-"f;|+”'+\r‘n_'_l. ™
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Los nimeros v,, ..., ¥, admiten una interpretacién geométrica
simple. Efectivamente, busquemos el punio de intersecciébn del
hiperplano (7} y del eje coordenado OV A, Las ecuaciones de este
eje son

=t =frt=iffae [ al?=0, (8)

Resolviendo conjuntamente (7) y (8), obtenemos &=y, Por
consiguiente, el hiperplano (7) intercepta en el eje OV A, el vec-
tor v,04;. Por esla razén la ecuacién (7) suele llamarse general-
mente ecuacion segmentaria de un hiperplano.

Examinemos también el siguiente problema: ¢bajo qué condicio-
nes la ecuacion (1) represenia un hiperplano que pasa por el plano
coordenado OV ANV . VA (1< <n)? Este plano esta formado
por los puntos de coordenadas (‘é‘ ., 80, ..., 0). Introduciendo
estas coordenadas en la ecuacidn (1) obtenemos et E* + ... + & 4
+a,=0. Esla relacién debe satisfacerse para cua]esqulera valores
de Ios nimeros &', ..., E” del cuerpo conmutative K. Por consi-
guiente, o, = ... =0,=qa,=0. Analogamente se comprueba que el
h!perplano (1) pasa porel plano coordenado r-dirnensional OV A, V...

.\ Ay, cuando, y sélo cuando, o, =...=a =a,=0

Mamemendo invariables en la ecuacién (1) l0s coeficientes prin-
cipales &, ..., o, y dando diferentes valores al término indepen-
diente «,, obtenemos ecuaciones de hiperplanos paralelos. Por esto,
si en la ecuacion (1) se tiene oy = ...=wa;, =0, mieniras que el
término independiente «, es arbitrario, el hiperplano (1) es paralelo
al plano coordenado ON Ay, \/ . . .\ Ay, En particular, el hiperplano (1)
es paralelo al eje coordenado OV A; cuando, y sélo cuando, «; =0,
es decir, cuando la ecuacion (1) no contiene explicitamente la
i-ésima coordenada.

Como sabemos, por cualesquiera n puntos linealmente indepen-
dientes B, ..., B, de un espacio afin de n dimensiones pasa un
hiperplano B,V ...\ B, y s6lo uno, ¢Cémo escribir la ecuacién de
este hlpel’p]aI‘ID. si se conocen las filas coordenadas de los puntos
By, ..., B,? Supongamos que (B}, ..., BD, ..., (B% ..., P7)son
Ias filas coordenadas de los puntos B,, ..., B,. Para que un punto
arbitrario X de coordenadas &, ; é" se halle sobre el hiperplano
B,V...VB, es necesario y suficiente que el sistema de puntos
X, B,, ..., B, sea linealmente dependiente. Segiin el p. 30.1, el
sistema de punios sefialado serd linealmente dependiente cuando,
y s6lo cuando, las coordenadas de estos puntos satisfacen la condi-
cion

£ wun B2
n
LBE nse BRE o ©)
B

- Ba
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Desarrollando el determinanie segin los elementos de la primera
fila, vemos que la ecuacion (9) es lineal respecto a las variables
EY, ..., &" y, por ello, representa el plano deseado. )

El término independiente de la ecuacidn (9) es igual a det || plj|.
Por consiguiente, el hiperplanc que pasa por los puntos linealmenle
independientes By, ..., B, pasard por el origen de coordenadas
cuando, y sélo cuando, det ||B4|f==0.

Consideremos ahora ras detailadamente las ecuaciones de las
rectas. Supongamos dado en un espacio afin 9 de n dimensiones
un par de puntos diferentes B, (B, ..., B v B, (B, ..., B, donde
se indican entre paréntesis las coordenadas de estos puntos en una
base de referencia coordenada fija R=(0, OA, ..., 04,). El
punto X pertenece a la recta B,/ B, cuando, y s6lo cuando, existe un
nimero A tal que B X =4B,B,, es decir, cuando

Empo=A B —B) (=1, ..., n). (10)

Determinando A de cada una de las ecuaciones (10) e igualando
los resultados, obtenemos

Beph _ Bl _F—f a1
Bi—Bs  Bi—Bo T BI—BF

Reciprocamente, siendo &, ..., £ las coordenadas de un punto X
que satisfacen las igualdades (11) e indicando por A el valor comin
de las razones (11), obtenemos (10), de modo que X € B,\/B,. Por
consiguienle, las ecwaciones (11) son las ecuaciones de la recia que
pasa_por dos puntos dados.

Notemos que en las razones (11) algunos de los denominadores
pueden anularse. Puesto que queremos que las relaciones (11) sean
equiuﬁa}lengs a las condiciones (10), debemos tomar & — B = 0 siempre
que f—f;=0.

Poniendo {—pi=p' y Bl =p¢, podemos representar las ecnacio-
nes (11) en ia forma

B 2 __pi n__fn
A (12)
Los nimeres p', ..., u” se llaman coeficientes directores de la

recta y las ecuaciones (12) se llaman ecuaciones de ia recta en coe-
ficientes directores.
TEOREMA 2. Para que la recta (12) sea paralela a la recta

Ei_?l !_?2 ER_ ']
-Txa:‘—\-’,—-r-:—;;}l— (13)

es necesario y suficlente que sus coeficientes directs -es sean propor-

cionales:
t

2%
5

-..=L, (14)

E
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Las rectas (12) y (13) coinciden cuando, y sélo cuando, se cum-
plen las condiciones de proporcionalidad (14) y las condiciones
ﬁl_..l.l=a:_.‘,s== _Bn_-.'.n
g e BTy
que significan que el punto de coordenadas Pt, ..., P* que perfe-
nece a la recta (12) se halle sobre la recta (13).
De las ecuaciones (12) se ve que los ]puntos B, (B, ..., BY
y B {(p*+p*, ..., B*-p" se hallan sobre la recta que representan
estas ecuaciones. Analogamente, sobfe la recta (13) se hallan los
puntos Co(v', ..., v} ¥y C, (" 4+, ..., p"47). Segin el p. 29.3,
las rectas B,V/B, y C,VC, son paralelas cuando, y sélo cuando,
se tenga C,C,=AB,B, para un A€ K, es decir, cuando las coorde-
nadas de los vectores 8,8, y C,C, sean proporcionales. Puesto que
las coordenadas de estos vectores son iguales, respectivamente,
apt ..., w" ¥y ¥, ..., v oblenemos de aqui (14). Como para
la coincidencia de las rectas es suficienfe que tengan un punto
comin y que sean paralelas, la segunda afirmacién del tcorema 2
se desprende directamente de Ja primera afirmacion.
Ademés de las ecuaciones de tipo (13), una recta en un espacio
afin de n dimensiones puede ser definida también mediante un
sistema generai de ecuaciones lineales de tipo

UE 4 .. fE ol =0 (i=1, ..., s), (15)

donde los rangos de la matriz principal y de la ampliada son iguales
a n—1. 4Coémo conociendo las ecuaciones de una recta en la forma
general (15) hallar sus ecuaciones en la forma canénica (13)? Para
ello es suficiente hallar las coordenadas de dos cualesquiera puntos
diferentes de la recta (15) y recurrir después a la férmula (11);
pero se puede proceder también del modo siguiente, El rango del
sistema (15) es, por hipdtesis, igual a n—1. Luego, n—1 coorde-
nadas variables, digamos &, ..., E"-1, pueden ser expresadas me-
diante 1a restante coordenada variable E7. Asi obteniemos unas
expresiones de tipo

gtﬂ"a’én +ﬂl’ [ [ n—1),

de donde
!‘:I.__ﬁl Ea—l_ﬂn—l gﬂ
= e ) o

—_——— |
I_tu-l ]

Estas serdn precisamenie las ecuaciones eandnicas de la recta (15).

Para concluir determinemos las condiciones de paralelismo de
una recta y de un hiperplano en la forma eoordenada,

TEOREMA 3. Un hiperplano dado mediante la ecuacién

B bl b, =0 (16)
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es paralelo a una recta dada mediante las ecuaciones

o] i SO o (17)
“ l'l'"
cuando, y solo cuando,
At 4. ot =0, (18)
Indicando por A el valor comin de las razones de (17), obte-
nemos
Eaphpl (=1, ..., n). (19)

Introduciendo en (16) estos valores en lugar de las coordenadas
variables E/, llegamos a la ecuacién

(ht 4 oo ™) A — (Bt o prta).  (20)

Si resulta que e,u'+ ... 4 a,u" 540, encontraremos primero de
(20) un valor unico para A y, después, de (19) unos valores, tam-
bién (Gnicos, para las coordenadas Ef del punto de interseccion de
la recta (17) y del hiperplano (16). Por consiguiente, en este caso
la recta y el ﬁiperplano son, sin duda alguna, no paralelos.

Sea a,pu' 4 ... - a,p"=0. Siel segundo miembro de (20) es dife-
rente de cero, la ecuacién (20) no tiene soluciones para X, la recta
(17) y el hiperplano (16) no se cortan ‘i’, por ello, son paralelos.
Por otra parte, si el segundo miembro de (20) es igual a cero, la
ecuacion (20) se cumple para cualesquiera valores de A, es decir,
todos Jos puntos de la recta se hallan sobre el hiperplano y, por
consiguiente, la recta y el hiperplano son de nuevo paralelos.

30.4. Transformacion de coordenadas afines. ¢Cémo varian las
coordenadas Ef, ..., E" de un punlo arbitrario X de un espacio
afin 9 de n dimensiones, si pasamos de la base de referencia coor-
denada fija R=(0, OA, ..., OA,) a ofra base de referencia
R =(0, 04, ..., 0'A4,)? Consideremos primero el caso en el
que la base de referencia R’ se obtijene de la base de referencia R
mediante una traslacién determinada por el vector 00'. En este
caso se tiene

0'A;=04; (i=1, ..., n). (1)
Tenemos, por hipotesis,

OX =8 -0F+ ... +&.04,. @
Indicando por @', ..., a” las coordenadas del origen nuevo O°

(en la base de referencia “antigua” R) y por EV, +..., E7 las
coordenadas nuevas del punto X (en la base de referencia R'),
obtenemos . L .
00" =a'0A,+...4+a"-04,, (3)
OX =§"0'4;4... 4 & .04, )
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Sumando término a término las igualadades (3) y (4), emplean.
do las relaciones (1) y comparando el resultado obtenido con las for-
mulas (2}, legamos a las féormulas que buscamos

M=l 4ol (i=1, ..., n) (5)

que representan la ley de fransformacién de las coordenadas en una
trastacion del origen.

Consideremos ahora el caso en el que el origen de la base de
referencia coordenada nueva coincide con el origen de la base de

referencia antigua. Los sistemas de los vectores coordenados OA,,
..., 04,y O'A], ..., O"A, representan dos bases del espacio
vectorial L (), de modo que los vectores coordenados nuevos 0'4;
pueden ser expresados mediante los antiguos por férmulas de tipo

0A;=1}-0A,+ ... +v-04, (6)
i=1, ..., n),
donde el determinante de la matriz T =||v||| es diferente de cero

{p. 8.3).
Observando que O =0, introducimos en la férmula (4) las

expresiones (6) en Jugar de los vectores OA;. Comparando el resul-
tado de la sustitucion con la igualdad (2),
lHegamos a las relaciones A a7

E:=El'1{+---+§m1{‘ (Il=l, ...,n) Az
-
que pueden ser representadas brevemente M» A
en la forma matricial conocida -
E ..o B)=@", .., B)-T. () 314_,4
Finalmente el paso de una base de ; "
referencia R=(0, OA,,..., 0A,) a otra B
base cualquiera de referencia R =(0', 0’4},
..+, 0'4,) puede ser realizado en dos pasos (véase la fig. 9 para
el caso en el que n= 2): 1) trasladamos la base de referencia ini-
cial en el vector 00’, obteniendo asi upa base de referencia R* de
origen en el punto Q' y 2) pasamos de la base de referencia R* a
ta base de referencia R’ sin cambiar el origen de coordenadas.

Empleando sucesivamente las férmulas (5) y (7), obtenemos las
relaciones definitivas

@ L =0 L )T, L, o), &)
donde T =|7;{| es la matriz del cambiv de la base 04,, ..., JA,
por la base O’A], ..., 0'A, (que estd formada por los coeficientes

de las expresiones lineales de los vectores 07A; en términos de los
vectores 04,, ..., 5A,,). (@', ..., a") son las coordenadas del

24—1843
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origen nuevo y (§,, ..., &) v (8V, ..., &%) son, respectivamente,
las coordenadas antiguas y nuevas de un punto arbitrario X.

Por razones puramente formales la fila (1, &, ..., &%) ha sido
llamada en el p. 30.1 fila coordenada ampliada del punto X siendo
(§'., ..., &) la fila corrienie de sus coordenadas. De la férmula
(8) se desprende directamente que

y (lv El‘ ey En)=(ll El'y ey g”’)'TR'RI (9)
donde
Lo a®
07 o0
Trp = A ! (10}

01 ... 7,

La matriz Tp-r se llama matriz del cambio de la base de refe.
rencia R por la base de referencia R'. De (10) resulta que el deter-
minante de la matriz Tgg coincide con el determinante de la
matriz ||¥/]| que es la matriz del cambio de la base coordenada
antigua del espacio vectorial L(2) por la base wueva. Reciproca-
mente, cualquiera que sea la matriz T, de tipo (10) con el deter-
minante diferente de cero y cualquiera que sea la base de referen-
cia R dada de antemano, las fé6rmulas (9) y los niimeros o, ..., &”
permiten determinar univocamente una base de referencia R’ tal
que la matriz 7, sea la matriz del cambio de R por R’.

De la férmula (9) se desprende el siguiente corolario impor-
tante.

coroLario. Sean R, R' y R' tres bases arbitrarias de referencia,
sea Trr la matriz del cambio de R por R’ y sea Tr-r la matriz
del cambio de R’ por R". Entonces la matriz del cambio de R por R’
serd igual al producto Tgreg'Trr. En particular, si Trpg es la
matriz del cambio de la base de rcferencia R por la base de referen-
cia R', la matriz del cambio de R’ por R es la mairiz inversa
T r*a.

En efeclo, indicando por (&, ..., &), @&, ..., &) ¥y
(&', ..., E"") las coordenadas de un punto arbitrario X en las
bases de referencia R, R’ y R’, respeclivamente, tenemos,
segin (9),

(L&Y ..., B =(1, B, ..., ). Teer
y, al mismo tiempo, se tiene
(L g ..., 8=(1, &', ..., ") Trr=
=(I, &% ..., §")-TrrTr&-
Por consiguiente, para cualesquiera E!", ..., £"" ¢ K resulia
(1, B ooy 87)-Tren==(l, &V, ..., E")-TraTra.
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Tomando aqui para ', ..., &% las coordenadas en la base de
referencia R" del vértice de esta base de referencia, obtenemos
Trr=TrrTrr. (11}

Si la base de referencia R" coincide con ia base de referencia
R’, la matriz T'gep es, obviamente, Ja matriz unidad y la relacién
(11) se convierte en

E=TraTrr,
de donde resulta

Trg =TRE- (12)

Hasta el momento nos hemos interesado sélo por la ley de va-
riacion de las coordenadas de los puntos. Preguntémonos ¢cémo
varian las ecuaciones de los conjuntos de puntos cuando se pasa
de una base de referencia coordenada a otra?

Sea dada una ecuacidn

FEL, ..., EN=0 (13)

de un conjunto M en una base de referencia R. Eslo significa,
por definicion, que un punto arbifrario X pertenece a M cuando,
y sélo cuando, sus coordenadas E!, ..., §" satisfaten la relacién (13),
Al pasar a una base de referencia coordenada nueva R’, tenemos
segin {38)

J‘I
f—= l""[“ ot I._—.-l,...,n.
3 ..; i+ ( )
Introduciendo en (13) estas expresiones para E!, ..., &7, obte-
nernos :
FR et e, ..., DET+an)=0. (14)

Puesto que las coordenadas nuevas £, ..., §% de un punio
arbitrario X satisfacen la relacién (14) cuando, y sélo cuando,
X €M, resulta que (14) es la ecuacién que buscamos del conjunto
M en la base de referencia coordenada nueva. El primer miembro
de la igualdad (14) es una funcién g(t", ..., E*) de las varia-
bles £, ..., E" que se distingue, en general, por su forma de la
funcion inicial f. Sin embargo, si f es un polinomio de un grado
s en las variables E4, ..., &% se ve de (14) que g también sera
un polinomio de grado s en las variables E!, ..., &7,

Igual que en el caso de los espacios vectoriales (véase el
p. 5.1), el problema sobre la transformacién de las coordenadas
afines esta ligado estrechamente al problema de la determinacién
de todos los automorfismos de un espacio afin ¥ sobre un cuerpo
conmutativo fijo K. Sea n la dimensién del espacio A y sea « un
automorfismo de ¥ sobre K (véase el p. 29.1). Tomemos en A una

24
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base de referencia coordenada R=(0, OA4,, ..., 0A,). Sus vérti-

ces 0, A, ..., A, forman en ¥ un sistema linealmente indepen-
diente de puntos. Com la relacion de independencia lineal se
conserva en los automorfismos, los puntos OA, A4, .... A

pueden ser considerados como los vértices de una base de referen-
cia coordenada nueva RA = (04, OALA A, ..., OAA,A). Indique-
mos por (X)k, +.., (X)% las coordenadas de un punto arbitrario X
calculadas en la base de referencia R y sea

[X]R=(l! {X)-}?! ey (X):‘!i‘)

la fila ampliada de coordenadas del punto X en la base de refe-
rencia R. La férmula (2) toma entonces la forma siguiente:

OX =(X)k-0A,+ ... +(X)k-04,. (15)

Como los isomorfistnos conservan las relaciones de dependencia
lineal entre vectores, obienemos de (15}

OAXA=X)h OAA, A+ ... +(X)h-OA4, 4. (16)

En otras palabras, las coordenadas de X4 en la base de refe-
rencia RA coinciden con las coordenadas de X en la base de re-
ferencia R, es decir, en notacién abreviada

(XAlgq=[X]R-
Aplicando la férmula (9), obtenemos
(Xlg=[XA)g = [XA)Tryr
y por esto, debide a (12), resulta
(XA)p=[X]TRrRu: (17)
La matriz Tpp 4 se llama matriz del automorfismo A en la base
de referencia R y se indica por [A4]g o simplemente por [A], sila

base de referencia R se conoce de antemano. Por esta razén la re-
lacion (17) puede ser representada en la forma definiliva

[XA]=[X][4]. (18)
Sean A y B dos automorfismos arbitrarios dados del espacio ¥.
Aplicando la férmula (18), obtenemos
[X (4B)) = [X] [4B],
(X ) B)) = [XA)[B) = [X] {4] {B].
de donde resulta

(X] [4B] = [X]([4] [B)])-
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Puesto que esta igualdad debe cumplirse para cualquier punto X,
tenemos

[A4B] =[] [B]
y, por consiguiente,

[A=1] =[]
Consideremos un ejemplo, Sea « una traslacién de 9 de vecter
00’ de coordenadas a!, ..., «" en la base de referencia R =

= (0, 0A4,, ..., O4,). De las férmulas (9) y (5) obtenemos entonces

Fl —ot —a® .., —a”
0 1 o ... 0
[(A]=Trrg=| 0 0 1 ... 0
6 0 0 ... 1}
En cambio, si el automorfismo 4 deja inmévil el origen de la

base de referencia coordenada R, la matriz [.] se descompone en
1 y en la matriz [[7}]| del cambio en el espacio vectorial L (1)

Ejemplos y problemas

I. Héllense las condiciones necesarias dy suficientes de interseccién de dos
cectas dadas por ecuaciones en coeficientes directores. +

2. Hallense las ecuaciones paraméiricas det plano dado por el sistema de
eclaciones

O+ 20— %+ 2%,=3,

x4 Xp—2x343x,=1, }
= Xg—4xy—5x,=—3.

3. Demuéstrese que todo plano Tt de un espacio afin es el mismo un espaclo
afin cuya dimensién es igual a la dimensién de 7.

4. Demuéstrese que un plano ! de un espacio afin diferente de un punto
es paralelo a cualquier plano gue no corte el primero cuando, y sélo cuando,
I es un hiperplano.

§ 31. Cuerpos convexos

Hasta el momento no hemos considerado conceptos geométricos
tan esenciales como son los conceptos de la relacién “hallarse entre”,
de semiplano y de convexidad. La razén de esto estriba en que en
los espacios afines sobre un cuerpo conmutativo arbitrario estos con-
ceptos no pueden ser introducidos de un modo natural, Para ira-
tarlos es necesarip limitar la clase de cuerpos conmutativos y pasar
al estudio de los espacios afines sobre cuerpos conmutativos orde-
nados, por ejemplo, sobre el cuerpo de los nimeros reales. Las
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propiedades principales de estos espacios constituyen precisamente
el tema que se estudia en este paragrafo.

31.1. Rayos. Recordemos que un cuerpo conmutativo K se llama
ordenado, si para los elementos de K, ademés de las operaciones
de adicion y de multiplicacion, se introduce {ambién una retacion
de orden < sometida a dos condiciones:

aP>at+y<<B+v (1)
0a vy 0<Pp=>0<af (2)
(o, B, YEK).

El ejemplo mas importante de un cuerpo conmutativo ordenado
es el cuerpo de los numeros reales que es el que debe tenerse en
primer orden en cuenta en todos los razonamientos ulteriores de
este paragrafio y del siguiente, .

No esta de méas observar que de (1) y (2) se desprenden direc-
tamente las signientes propiedades:

Para cualquier elemento o de un cuerpo conmutativo ordenado se
tiene

0t y —a?L0 (3)
y, en particular, 01 y — 120,

Para unos elemenfos arbifrarios a, B y v de un cuerpo conmu-

tativo ordenado se tiene
a<fpo>—P<—0, )

0Ka vy B<y>ofp<ay. ; (5)

Se toma por definicién que la relaciéon « < P equivale a la con-
juncion <P vy e==p y que las relaciones @ = p y a > B significan
o mismo que las relaciones p<{a y p < «. El elemento no negativo
de los elementos o y —a se llama valor absoluto de « y se indica
por |a|. De las relaciones de (1) a (5) se deduce facilmente que

[—a|=jal {e+Bl<|a|+|B] vy |aB|=|c||B]
Consideremos ahora un espacio alin % sobre un cuerpo conmu-

tativo ordenado K. Se dice que en el espacio afin 2 el punto X
se halla entre los puntos A y B, si

AX =r-AB y 0<<A<<l (AEK) (6)

Esta claro que si X se halla entre A y B, los puntos 4, X ¥y B
se hallan sobre una misma recta. Ademds, la relacion «hallarse entre»
es siméirica: si X se halla enire A y B, X se halla entre B y A.
Efectivamente, de (6) obtenemos

AB= AX 4 XB=M\ AB 4 XB,
y por esto _
BX =(1i—N-BA, 0<<1l—Ag L.
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Sean 4, B y C unos puntos, diferentes dos a dos, que se hallan
sobre una misma recta. Para un valor adecuado A€ K tenemos en-
tonces AC =A- AB. El niimero A satisface a una de las condiciones,
y sélo a una de ellas: a) A<<0; b) 0<CA<C1 ¥ ¢) A > 1. Es facil
comprobar que en el caso a) el punto A se halla entre B y C, que
en el caso c} el punio B se halla entre 4 y C y que en el caso b) el
punto C se halla, por definicion, enfre 4 y B.

Por consiguiente, de cualesquiera tres punios que se encueniran
sobre una misma recta uno, y sélo uno, se halla enire los olros dos.

Andlogamente se comprueba también la segunda propiedad prin-
cipal de la relacion challarse entre»: si el punto X se halia entre
los puntos A y B y el punio Y se halla entre A y X, el punto ¥
se halla enire A y B.

Empleando el concepto «entres, podemos introducir en toda recta
dos relaciones naturales de orden llamadas también direcciones de
la recta. Tomemos sobre la recta dada M dos puntos distintos cua-
lesquiera A y B e introduzeamos para los puntos de Ot una relacién
binaria < 45 que depende de A y de B tomando, por definicién,
que X < 45Y es veridica si

es decir, ordenando los puntos de la recta Dt seglin el orden en el que

se encuentran sus coordenadas en la base de referencia (4, AB).
Esta claro que los drdenes <C 45 ¥ << py son duales es decir, que

X< Y e V<X

Por otra parte, el orden < 4 definido sobre M mediante otro
par cualquiera de puntos P, @ coincide con el orden < 45, si P<C ,5Q,
y coincide con ¢l orden < p,, si Q << 45 P. Por consiguiente, entre
los Ordenes de tipo < pq sobre una recta M exisien solamente dos
érdenes diferentes. Estos 6rdenes se 1laman odrdenes o direcciones natu-
rales de la recta. Los automorfismos del espacio % sobre K con-
servan la relacion <«hallarse entres y también conservan los érdenes
naturales. Sin embargo, gracias a la existencia sobre una recta de
dos ordenes naturales, los automorfismos del espacio. ¥ pueden trans-
formar un orden natural sobre la recta M en el otro orden natural
sobre 1a misma recta. Por esto, es invariante el par de relaciones
duales de ordenes y no la relacién de orden.

TEOREMA. Si una funcional lineal f(X) no es constante sobre una
recta M, la aplicacion [ (X)— X (X €M) es una aplicacién biyectiva
de K sobre M en la que el orden <C, definido sobre el cuerpo con-
mutativo K, se {ransforma en uno de tos dos drdenes naturales de-
finidos sobre M.

Fijemos sobre la recta unos puntos O y A tales que f(0)=4f(4)
¥y sea

OX =004 (XeM y 1K)
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Laaplicacién A — X, es, debido a (7), una aplicacién biyectiva de K
sobre D! que transforma el orden dado sobre K en un orden natural
sobre M. De la linealidad de f se deduce que

HX)=M(F(A)—F(0) +-F(0) = +B.

Puesto que & ==0, la aplicacién f(X)— A es una aplicacion
biyectiva de K sobre K que o bien conserva el orden o bien lo
invierte. La aplicacién f(X)— X, por ser la composicién de las
aplicaciones f{X)— A y &= X, también es biyectiva y transiorma
el orden sobre K en un orden natural sobre 9.

Cualesquiera que sean dos puntos A y B de un espacio 2 se
llama segmento [A, B] el conjunto de todos los puntos que se hallan
entre Ay B. Los puntos A y B se llaman exiremos del segmento [A, B].
De la definicion de la relacién ¢hallarse entres se deduce que los
extremos del segmento pertenecen al segmento y de la simetria de
esta relacién se deduce que [A, B] =B, A]. Esta claro que el seg-
mento [A, A] esta formado sélo por el punto A.

Se dice que un nimero A se halla_entre los n(imeros o y f
(o, B, VEK), si asSA<<P o p<A<Ca. El conjunto de los nitmeros
que se hallan entre @ y P se llama segmento numérico y se indica
por [e, B). Del teorema anterior obtenemos el siguiente corolario:

corOLARIO. EI conjunto de los valores gue toma una funcional
lineal f(X) sobre un segmento [A, B] es un segmento numérico
[F(A), [ (B)). El conjunto de los valores que toma f sobre la recta M o
bien coincide con todoel cuerpo conmutativo K (si f noes constante sobre
M) obien estd formado por un solo nimero (si f es constante sobre ).

Introduzcamos ahora el concepto de semirrecta o de rayo. Se dice
que el punto X se encuenira al mismo lado del punto O que el
punto A, si X se halla entre O y A o si A se halla entre 0 y X.

Un conjunto de puntos M, del e‘s:lpacio 9 se llama rayo, si en M,
existen unos puntos distintos O y A tales que M, estd formado por
todos los puntos X que se encuentran al mismo lado del punte O
que el punto A. El punto O se Hama vértice del rayo que serd
indicado ahora por Mi,,.

De esta definicién se deduce que todos los puntos de} rayo i, ,
pertenecen a la recta OV A. Si tomamos como base de referencia

coordenada sobre la recta 0/ A !a base de referencia (0, 0A), a todo
A€ K le corresponderd un punto X de coordenada lineal A tal que
OX =)0A. Esta claro que el rayo M, consta de todos los puntos
de la recta O\ A que tienen coordenada no negativa. En particular,
de aqui se ve que todo rayo tiene solamente un vértice O y que
si sobre el rayo M, , se toma un punto cualquiera B diferente de O,
los rayos My, ¥ E]?BDB coinciden. Es facil comprobar también que al
tomar en una recta un punto arbitrario O, la recta se descompone
exactamente en dos rayos diferentes de vértice O.
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Supongamos éue una funcional lineal f(X) no es constante sobre
una recta 9. En virtud del teorema 1, sobre la recta M existe
un punto O, solo uno, en el que la funcional f se anula. Puesto que
la aplicacién f(X)— X transforma el orden de K en un orden natural
de M, fos conjuntos M, y M, de puntos de M con AL 0 y A= 0,
respectivamente, son precisamente aquellos rayos en los que el punto O
divide a la recta M.

31.2. Semiespacios. E] analogo del concepto de rayo en el caso
de planos multidimensionales de un espacio M es el concepto de
semiplano y, en particular, el concepto de semiespacio que pasamos
ahora a delinir.

Sea de nuevo ¥ un espacio afin sobre un cuerpo conmuiativo
ordenado K y sea P un hiperplano arbitrario de 2. Si P contie-
ne unos puntos X e V¥V, P contiene también -todos los puntos
de la recta X /Y. Por esto, cualquier segmento [A, B] de U o bien
estd contenido integramente en P o bien contiene no mas de un
punto de . Se dice que los puntos A y B se hallan a distintos lados
del hiperplano P, si ambos no pertenecen a 9§, pero el segmento
[A, B] contiene un punto de . En todos los demds casos se dice
que los puntos A y B se hallan a un mismo lado de P lo que se
expresa simbélicamente asi: A=B($). En particular, A= A(P)
y de A= B($) se deduce que B= A (P) para cualesquiera A y B.
Ademds, si AEP, se tiene A= B(P) para cualquier punto B.

TEOREMA . Sea f(X) wna funcional lineal no constante sobre el
espacio U y sea P un hiperplano formado por los puntos X tales
que f(X)=0. Enfonces se tiene para cualesquiera A y B

A=B(P)<==>[(A)f(B)=0. ()

Supongamos que A y B se hallan a distintos lados de . El con-
junto de los valores que toma f (X) en los puntos del segmento [A, B]
es el segmento namerico Sf (A), f(B)]. Tenemos, por hipotesis,
[(A)5=0,f(B)7=0y O€ [f(A), [(B)]. Por consiguiente F(A)-f(5)<0.
Reciprocamente, supongamos que para unos puntos A y B se tiene
F(A):F(B) < 0. Enfonces 0€ [f{A), f(B)], es decir, para un punto
X €[A, B] se tiene f(X)=0, de donde X € P y por ello los puntos
A y B se hallan a distintos lados de .

COROLARIO. Si el punto A no perienece al hiperplano P yA = B ()
y A=C(P), se tiene B=C(P).

Efectivamente, si los puntos A, B y C satisfacen las exigencias
indicadas, tenemos segiin el teorema !

F(A)Y=0, F(AIB)=0 y [(A)(C)=0,

de donde (f(A))*f(B)f(C)=>>0 vy, por consiguiente, f(B)f(C)=0.

Introduzcamos ahora el concepto principal: cualesquiera que
sean un hiperplano P y un punto arbitrario A¢ %, el conjunto de
los puntos que se hallan a un mismo lado de P que el punto A4
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se llama semiespacio definido por el hiperplano 3 y por el punfo A.
Convengamos en indicar provisionalmente este semiespacio por 2ya.

Se ve de la definicién que 2y 4 contiene indudablemente el punto
A ﬁ el hiperplano . El conjunto que se obtiene de Ay, omitiendo
el hiperplano 9 se llama semiespacio abierfo definido por el hiper-
plano ¥ y por el punto A. .

TEOREMA 2 Si los puntos A y B no pertenecen al hiperplano ¥
y el segmento (A, B] no contiene puntos de L, los semiespacios Apa
y Ugp coinciden. Si los punfos A y C se hallan a distinfos lados
de B, se tiene Wya == Wye y cualquier semiespacio Myp coincide con
Wpa 0 con Nye .

Consideremos una funcional lineal no constante f(X) que se
anula sobre 48. Puesto que el segmento [A, B] no contiene puntos
de P, los nameros f(A) y f(B) son de un mismo signo debido a
la férmula (1). Analogamente se comprueba que los nlimeros f({A)
y f(C) tienen signos diferentes. Del teorema 1 resulta que para
cualquier punto D¢ siendo f(D)> 0 el conjunto Uyp coincide
con la coleccion A* de los puntos X tales que

[(X)=0 (2)

y siendo f(D) <0 el conjunto yp coincide con la coleccion A~
de los puntos X tales que
fx)y<o. (3)

Por consiguienie, un semiespacio arbitrario ¥yp coincide con
9+ o con A~. Si f(A) >0, de las relaciones mencionadas obtenemos

Upa=Ups=A* y Upc=%A~;
en cambio, si f(A4) <0, se tiene ' ’
Hpa=Wyp=U" y Uge =Y.

COROLARIO v. Para loda f[uncional lineal no constante [(X) el
conjunto de los puntos X que satisfacen la desigualdad

X)=0
y el conjunio de los puntos X que satisfacen la desigualdad
fiX)<o
representan los dos semiespacios definidos por el hiperplano
F(X)=0. (4
Los conjuntos de los puntos X definidos por la desigualdad es-
tricta
f(X)>0 5

y, respectivamente, por la desigualdad esiricta
f(X) <o (6)
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representan los semiespacios abierfos en los gque el hiperplano (4)
divide ol espacio afin dado A

Efectivamente, la ecuacién (4) determina, segin el p. 29.4, un
hiperplano f que define los semiespacios (2) y (3). Los conjuntos
de los puntos definidos por las desigualdades estrictas (5) y (6) se
obtienen de los semiespacios (2) y (3) omitiendo las soluciones de
la ecuacion (4) y son, por consiguiente, semiespacios abiertos.

COROLARIO 2. Supongamos que en un espacio ¥ de dimension finita
n se ha escogido una base de referencia coordenada cualquiera. El
conjunto de los punifos X cuyas coordenadas E', ..., E” satisfacen
una desigualdad determinada

A R A
en la que al menos uno de los coeficientes principales o, ..., o, £s
diferente de cerc, representa entonces un semiespacio defmr'do por ¢l
hiperplano

o . k= (M)

El conjunto de los puntos X cuyas coordenadas satisfacen la de-
sigualdad estricia

L IR ol e

representa un semiespacio ablerto definido por el hiperplano (7).
La funcional definida mediante la férmula
fX)=af+... +et"—a,
es, por lo visto en el p. 30.1, lineal y no constante sobre 3. Apli-
cando a f el corolario 1, obtenemos las afirmaciones requeridas.

Hemos considerado hasta el momente los casos, en cierto sentido,
extremos: rayos o semirrectas y semiespacios. No obstante, es facil
definir también el concepto de semiplano para un plano cualquiera
Mt contenido en el espacio ¥. En efecto, sabemos que M puede
ser cansiderado como un subespacio sobre el mismo cuerpo conmu-
tativo K sobre el cual esii definido el espacio 2. Aplicando lo
expuesto anteriormente al espacio afin It sobre K, obtenemos el
concepto de sﬂniesracio del espacio M. Estos semiespacios se lla-
man: semiplanos del plano M.

TEOREMA 3. Supongamos que el plano M y el hiperplano P no
son paralelos y sea A un punto de ‘.ﬁ! gue no pertencce a . La in-
terseccion del semiespacio WUqs y del plano D serd entonces un semi-
plano en W definido por el punto A y el hiperplano MNP det
espacio

Todo semiplano de W es la interseccion de W con un semiespacio
adecuado Nya del espacio A

Sea f(X) una funcional lineal no constante que se anula sobre
Py sea f(A) > 0. El semiespacio ¥4 es entonces el conjunto de
las soluciones de la desigualdad f(X) =0 y la interseccion Dt 9y
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es el conjunto de los puntos V€N que satisfacen la desigualdad
f(¥)=0. Puesto que la contraccién de f sobre 3 es una funcional
lineal sobre 9t, resulta, segiin el corolario 1, que el conjunlo
MNAUys es un semiplano en V. Andlogamente se demuesira la
segunda afirmacién del teorema 3.

Volviendo de nuevo a los semiespacios del espacio U plantéemonos
el problema: ¢de qué modo pueden situarse con respecto uno al oiro
dos semiespacios Hga y Nns?

Consideremos por separado cada uno de los tres casos que pue-
den darse aqui:

1) Los hiperplanos P y O coinciden. Entonces los semiespacios
ga y Unp o bien coinciden o bien la unién de ellos es todo el
espacio % y la interseccion es el hiperplano .

2) Los hiperplanos P y Q no se cortan y, por consiguiente, son
paralelos. Aqui pueden darse los siguientes subcasos:

a) B¢ Uap y Qésﬂﬁa: entonces Hya NUAnp = .

b) BEUns y D¢ Apa; entonces Ans = Uga.

¢) PdUas y D€ Uya; entonces Aga D Anp.

d) BEUon vy DEUya; entonces Aya N Anp 5= .

Los conjuntos del itimo tipo se llaman a veces hipercapas. La
interseccién de cualquier recta con una hipercapa es, como puede
verse facilmente, vacia o coincide con toda la recta o es un seg-
mento de la recta.

3) Los hiperplancs $ y D se cortan. El conjunto $n L es, se-
gan el p. 29.2, un plano de codimensién 2. En este caso la inter-
seccién de los semiespacios HpsNUps se llama hiperdngulo de
arista BN 9.

31.3. Conjuntos convexos. Un conjunto & de punios de un es.
pacio aiin 9 sobre un cuerpo conmutativo ordenado K se llama

convexo, Si
XcG e YEG[X, V]E@. (1)

De aqui se deduce que los planos del espacio ¥, asi como los
segmentos, rayos, semiplanos y semiplanos abiertos de 2 son conjun-
tos convexos.

De la definicién (1) se ve directamente que la interseccién de
cualquier familia de conjunios convexos es un conjunto convexo. En
particular, la interseccion de cualquier familia de semiespacios es
un conjunte convexo.

La ‘inlersecci6bn de todos los conjuntos convexos que contienen
un conjunte fijo de puntos M se {lama adherencia convexa del
conjunto P y se indica por Convilk. De la observacién hecha
anteriormente se desprende que la adherencia convexa de un conjunto
cualquiera M es el menor conjunto convexo que contiene a M
Esta claro que P es convexo cuando, y sélo cuando, Convit =2,
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También es evidente que de M =N resulta Conv M < ConvN. Todo
punto X € constituye por si mismo un conjunto convexo y, por
consiguiente, Conv X = X. Sin embargo, ya para dos puntos X e ¥
tenemos, como puede verse facilmente, la férmula

Conv{X, Y}=[X, ¥]. (2)

El teorema que sigue ofrece la expresion para la adherencia
convexa de un conjunto cualquiera.

TEOREMA I. Escojarmos en el espacie U un punto 0. La adherencia
convexa Conv I de un conjunto arbitrario de puntos M es el conjunto
de todos los puntos X €3 lales que para cada uno de ellos existe

en M un sistema finito de puntos M,, ..., M, ligados a X por la
relacidn
0X =4,-OM, + ... +4A,-OM,, (3)

donde X, ..., Ay son unos nimeros adecuados de K sometidos a las
condiciones
B0 o B 550, (4)
At oA, =1, (5)
Indiquemos por M, el conjunio de los puntos X que cumplen
las exigencias (3), (4) y (5) y demostremos que M, es convexo.
Sean A, B €, de modo que para convenientes M; €M y o, f,€ K
se tenga
04 =a,-OM, + ... -+, -OM,
aﬁ;ﬁx'o‘a‘h'i' e +ﬂso:ﬁ.ﬂ
donde
a; =0, ;=0 (i=1, ..., s,
ot ... to=f+...4+p, =1
Para un punto cualquiera X € [A, B] tenemos
OX =A-0A+pu-0B (A=0, u=0 y Abp=1)
y, por consiguiente,
OX =(ht, + 1B,)-OM, + .. . + (A, + pB,)-OM,.

Puesto que aqui
ha+pB =0 (=1, ..., )

2oy +pBi) = oy +u JP, =1,

resulta que X €M, y el conjunte P, es convexo.

Resta demostrar que todo conjunio convexo 9 que contiene al
conjunto M contiene también todos lasLFuntos X que satisfacen
las condiciones (3), (4) y (5). En estas condiciones figura el nomero

y ademas
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natural s y para s=1 la afirmacion que acabamos de enunciar es
trivial. Apliquemos ahora la induccién segin s. Supongamos que
para un valor de s cualquier punto X que satisface las condiciones
(3), (4) y (5) pertenece a 9. Consideremos el punto ¥ que satisfaga
las condiciones

W=al'm+<--+&s'm+aﬁro s (M; €M),
AT T A S T (I 9

Siendo aqui a,=0 0 a,,,=0, tenemos, por la hipétesis de induc-
cion, Y €. Supongamos por esto que - o,+, 5= 0, de modo que
tomando p=o,-+ ...+, tendremos p > 0. El punto X definido
por la relacion

O_X=9L‘LO_M,+‘..+%6_A7E

salisface las condiciones (3), (4) y (5) con s fijo y, por consiguien-
te, X €MN. Tenemos ahora

6_};‘:!"-0-2'*'“:4-1‘0”4.”1 (P+°°s+1=l: P’PG y G’.s”;tl),

de modo que Y €[X, M,,,}. Como N es convexo y X, M., €N,
tenemos Y €9 que es lo que se queria demostrar.

En cada una de las condiciones (3) figura solamente un nimero
finito de puntos del conjunto. Por ello, del teorema 1 resulia que
la adherencia convexa de un conjunto infinito de puntos es la unidn
de las adherencias convexas de lodos los subconjuntos finitos del con-
junto dado. :

Se dice que la dimensién de un conjunto convexo € es igual a r,
si € esta contenido en un plano r-dimensional y no estd conlenido
en ningfmé)lano de menor dimensién. Analogamente se define tam-
bién la codimensién de un conjunto convexo.

COROLARIO. Si el nimero miximo de puntos linealmente indepen-
dientes del conjunto D es igual a r4-1, lao dimension de Conv Bt
es igual a r.

Supongamos, por ejemplo, que todos los puntos del conjunto m
dependen linealmente de los puntos linealmente independientes
A,, A, ..., A, de este conjunto. Entonces MM esta contenido
en el plano N=A,V 4,V ...V A, de dimensién r y por ello
Conv S.Ulps Conv®. Pero un plano es un conjunio convexo y, por
consiguiente, Conv M = 9.

Un conjunto convexo & se llama propio en el espacio ¥, si la
codimension de © es igual a cero. Los demdas conjuntos convexos
se llaman impropios en 9. Como ejemplos de corjuntos convexos
propios podemos indicar el mismo espacio ¥, asi omo los semies-
pacios y los semiespacios abiertos de éste. Los plaios de codimen-
sion no nula y sus semiplanos son conjuntos convexo: impropios en 9.
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Estd claro que todo conjunto convexo @ es un conjunto convexo
propio en el plano que sirve de adherencia lineal de &.

Se dice que un punto S se halla estricfamente deniro del seg-
mento gA, BJ, si § es diferente de A y de B y S€[A4, B]. Un
punto se llama interior de un conjunfo convexo &, si en toda
recta que pasa por S existe un segmento que contiene a S estric-
tamente dentro de si y pertenece integramente a &.

Se dice que un punto § es fangente a un conjunto convexo &,
si existe una recta que pasa por S tal que cualquier segmento de
ella que contenga al punto S estrictamente dentro de s contenga
al menos un punto de &. En particular, todos los puntos del con-
junto & son fangentes a ©. Pero pueden también existir puntos
tangentes a & que no pertenezcan a &. Si todos los puntos tangentes
a © pertenecen a &, se dice que & es un conjunto cerrodo. Un
conjunio convexo & se llama abierto, si todo punto S suyc es un
punifo interior de &.

TEOREMA 2. La inferseccion de una familia arbitraria de conjunios
convexos cerrados es un conjunto convexe cerrado. La interseccion de
una familia finita cualquiera de confuntos convexos abierios es un
conjunto convexo abierto.

La primera afirmacién se deduce directamente de la definicion
de los conjuntos cerrados. Demostremos la segunda afirmacién. Sean
M y N unos conjuntos convexos abiertos. El conjunto MNM es
entonces convexo. Si es vacio, no hay nada que demostrar, ya que
los conjuntos vacios son, por definicion, abiertos. Sea SeMNN y
sea B una recta cualquiera del espacio U que pasa por el punto S.
Sobre esta recta existen, por hipétesis, unos segmentos que contie-
nen a S estrictamente dentro de si y que pertenecen a los respectivos
conjuntos M y N. Pero la inlerseccidén de estos segmentos serd en-
tonces el segmento deseado que pertenece a M NI y que contiene
al punto § estrictamente dentro de si.

Introduzcamos otro concepto importante, Un punto S se llama
punto frontera de un conjunto convexo @&, si S es tangente a &,
pero no es interior de &. En otras palabras, se dice que S es un
punio frontera de &, si existe una recta que pasa por S tal que
todo segmento de la misma que contenga al punto S estrictamente
dentro de si confenga al menos un punto de € y un punto que no
sea de &. El conjunto de todos los puntos frontera de un conjunto
convexo & se llama frontera del conjunto &.

TEOREMA 3. Un semiespacio arbitrario Uya, definido en el espacio
A por un hiperplano P y por un punto A que no se halla sobre 3,
asi como el semiespacio abierto correspondiente U, =Hpa\B, son
unos confuntos convexos cerrado y abierto, respectivamente, en . La
frontera de ambos conjuntos es el hiperplano P. Tedo conjunto con-
vexo @ impropio en U no contiene puntos inferiores.
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Sea P €. Consideremos la recia AV P y en ella un segmento
arbitrario [B, €] que contiene al punto P estrictamente dentro de
sf. Puesto que la recta AP no se halla sobre %, los extremos
del segmento [B, C] tampoco pertenecen a B y, como P€|[B, C],
los puntos B y C se hallan a distintos Jados del hiperplano . Por
consiguiente, uno de los extremos B o C pertenece al semiespacio
abierto 9194 y el otro extremo no pertenece a fy4. Luego, el punto
P es un punto frontera tanto de g4 como de Nia.

Demostremos que cualquier punto D¢ ¥y no es tangente a Aya
y, por consiguiente, tampoco es tangente a %%4. Sea M una recta
cualquiera que pasa por el punto D. Si esta recta no se corta con P,
perfenece integramente al semiespacio Udp =Nap /B v, por ello,
todo segmento de la misma no contiene puntos de gs. Si M se
corta con 8 en un punto P, existen en M unos puntos B y C di-
ferentes de D y P tales que D€E[B, P] y C€[D, P]. Por consi-
guiente, el segmento [B, C] se halla sobre M, contiene a D estric-
tamente dentro de si y no contiene puntos del semiespacio Hya. Por
esta, el punto D no es tangente a Uys. Al mismo tiempo hemos
demostrado que todos los puntos del semiespacio abierto A%, son
interiores y, por consiguiente, cualquier semiespacio abierto es un
conjunto convexo abierlo.

Para demostrar la altima afirmacién del teorema es suficiente
indicar por 3 el hiperplano que contiene, por hipotesis, al conjunto &
y observar que todo segmento de la recta AVP (PE® y A¢P)
que contiene estrictamente dentro de si al punte P contiene también
necesariamente puntos que no pertenecen al hiperplano 9.

De los teoremas 2 y 3 obtenemos un corolario importante.

COROLARIO \. La inferseccién de cualquier familia de semiespacios
de un espacio 9 es un conjunto convexo cerrado de ¥. La intersec-
cién de cualquier familia finita de semiespacios abiertos del espacio
9 es un conjunio convexo abierfo de .

Recordando que cualquiera que sea la funcional lineal no cons-
tante f(X) el conjunto de soluciones de la desigualdad f(X)2=0
es un semiespacio y el conjunto de soluciones de la desigualdad
estricta f (X) > O es un semiespacio abierto, obtenemos btro corolario.

coroLarIo 2. Sean f,(X), ..., fs (X} unas funcionales lineales no
constantes sobre un espacio afin U. Entonces ef conjunto de las so-
luciones X del sistema de desigualdades

((X)=0 (=1, ..., 8

es un conjunto convexo cerrado de U y el conjuntfo de las soluciones
del sistema de desigualdades estricias

FX)>0 (=1, ..., 9)
es un conjunto convexo abierfo de %.
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Un therplano P se llama hiperplano soporfe de un conjunto
convexo &, si PnN& = F y todos los puntos de & se hallan a un
mismo lado de g Las intersecciones de los hiperplanos soportes
con el conjunto & se llaman facetas de &. De estas definiciones
se desprende directamente que las facetas de los conjuntos convexos
pertenecen a las fronteras de estos conjuntos y son ellas mismas
conjuntos convexos, Las facetas de los conjuntos convexos cerrados
son conjuntos cerrados.

Comgplementos y ejemplos

Sea A un espacio afin arbitrario de dimensién finita n =1 sobre un cuerpo
conmutativo ordenado K.

1. La adherencia convexa de unos puntos A, ..., A,+; linealmente inde-
pendientes se Vlama slmplice r-dimensional de ¥. Si r < n, este simplice se halla
en el plano r-dimensional A;V...vA,x; y por lo tanto es un conjunto con-
vexa improplo en U. Los simplices n-dimensionales se ilaman simplemente sim-
plices de & Los puntos A;, ..., Ags; se Haman vértices del simplice
CO“V{A]. LR ] A."l-l- .

2. Describanse ‘[Os simplices de los espacios unidimensionales, bldimensio-
nales y tridimensionales.

Para todo r, O r«sn—1, lodas las facetas r-dimensionales de un sim-
plice A=Conv {A;, ..., Ay4} son unos simplices Conv {Ag,r -0 A
(i) < ... <ipppmn1)

4. Todo conjunto convexo & compuesio sélo de puntos frontera de un sim-
plice A pertenece inte%ramente a un simplice (n—1)-dimensional A=
=Conv{As, ..., Ajmys Afprs 2021 A,,ﬂl. . )

5. ST los puntos Ay, ..., A,4; son iinealmente independientes y para unos
puntos By, ..., Bryq se tlene

Conv {Ay, ..., App1}=Conv{By, .... Brssh

los conjuntos {Ay, ..., 4,43} ¥ {By ..., Brsq} coinciden.

6. La adherencla convexa €=Conv {C;, ..., C,} de un sistema finito arbi-
trario de puntos C,, ..., Cs; de ¥ se ilama poliedro convexo de .

Un sistema de puntos se llama conmvexamenfe irreducible, si ningln punto
del sistema no estd contenido en la adherencia convexa de los demas puntos.

Demuéstrese que siendo €= Conv {Cl, vy C,} un poliedro convexo, existen
unos puntos C; , ..., Gy, 1i; < ... < ipes tales que el sistema de los pun-
tos €y .v s dh es convexamente irreducible y

Conv{Cy, ..., Cqy}p=Conv {Ci,i ++=s C}

brd

7. Un simplice § se llama simplice diagona! de un poliedro convexo s-di-
mensional € generado por un sistema convexamente Irreducible de puntos
Cis « .y Cauy, sI los vérlices del simplice pertenecen al conjunto {Cy, ..., Csiy}.

Se dice que un simplice r-dimensional A y un simplice s-dimensional 8
estdn en posicién regular (uno con respecio al otro)}, si o no se corfan o se
cortan por un conjunto que es una faceta tanto de un simplice como del otro.

Tiene lugar la siguiente proposicidn:

Existe un conjunto de simplices diagonales de un poliedro & {al que todo
punto del poliedro pertenece a la unién de estos simplices y' cualesquiera dos
simplices de este conjunto estén en posicidn regular.

25—1843



386 Cap. VI11, Espacios afines

§ 32. Espacios euclideos puntuales

En los paragrafos anteriores hemos estudiado las propiedades
de los espacios afines definidos sobre un es{{)acio veclorial dado £.
Supongamos ahora que el espacio vectorial £ es unitario o euclideo.
Un espacio afin sobre un espacio vectorial unitario (respectivamente,
euclideo) € se llama espacio puntual unitario (respectivamente,
euclideo) sobre £. Se llama dimensién de un espacio puntual uni-
tario sobre £ la dimension del correspondiente espacio vectorial
unitario €. En lo que sigue dedicaremos la atencion principal al
estudio de los espacios puntuales euclideos sobre el cuerpo de todos
los nlmeros reales. Puesto que el cuerpo de los niimeros reales es
ordenado, en los espacios puniuales euclideos estd definido el con-
cepto de convexidad (p. 31.3).

32.1. Longitud de una quebrada. Sea ll, un espacio puntual
unilario de n dimensiones sobre un espacio vectorial unitario £ de-
finido sobre el cuerpo conmutativo K. A todo par de puntes A y B
de Ui, corresponde un vector univoco AB de 2. Puesio que el espacio
veclorial € es unitario, en £ esta definido el concepto de longitud
del vector AB. Indicaremos por p (A, B) esta longitud llamandola

distancia del puntor A al punto B. Por consiguiente, tenemos por
definicion

o(A, B)=|AB|| =1/ (4B, AB). (1

De las propiedades de las longitudes de los vectores (p. 17.2)
se desprende que para cualesquiera puntos A y B se tiene

I p(A, B)=p(B, A).

o= p(d, B)=0&>A=8.

_Como_para cualesquiera puntos A, By C de 11, se tiene AC =
= AB4BC, de la estimacion para la longitud de una suma de vec-
tores resulta

3 p(A, B)+p(B, C)=p(4, C).

Un conjunto arbitrario M tal que a todo par A, B de sus ele-
mentos corresponde un ndmero real no negativo p (A4, B) que satis.
face las exigencias 1°, 2° y 3° se {lama espacio méfrico de métrica p.
Por esto la definicion (1) convierte un espacio puntual unitario en
un espacio méirico.

Aplicando sucesivamente la desigualadad 3°, llegamos facilmente
a la designaldad méas general

I-' (Al! A,]—‘—p(;‘;!, As)"l" e +p(‘4:—li AJ’) BP(AD A-f)l (2}

véalida para cualquier sucesién finita de puntos A,, ..., A; de un
espacio puntual unifario.
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Si un espacio puntual U, es euclideo, el campo principal K —
que es el cuerpo de Jos nimeros reaies—es ordenado y, por ello,
todo par de punios A y B de 1, determina un segmento [A, B]
(p. 31.1). El nimero p (A4, B) se llama longifud del segmento [4, B].
Dada una sucesién cualquiera de puntos A,, 4,, ..., A, lasucesién
de los segmentos

IAu An]' [A,. ’4:‘]! Sk lA.-r-lr A.g]

se llama quebrada que une 4, y A, y el segmento [A,, A,] se llama
segmento resultanfe de la quebrada. La suma de las longitudes de
los segmentos de una quebrada se llama longitud de la quebrada.
La desigualdad (2) significa que en un espacio euclideo cualquiera
la longitud de una quebrada es no menor que la longitud de su
segmentio resuliante.

¢Bajo qué condiciones en la desigualdad (2) tiene lugar el signo
de igualdad? Segfin el p. 17.2 (para s=2). en un espacio vectorial
unitario de las relaciones A,4,5=0 y

A AN+ Ayl 1A Al = 1A A+ FALA | 3

se deduce que los vectores A;A,,, dependen linealmente de 4,4,
v por lo tanto

AAL =hAA, (=1, ..., s=1).

Introduciendo estos valores en (3) y dividiendo por || 4,4, |, llega-
mos a la igualdad

”":I"‘Iasl'{“"'+ix.r-1|"=“‘\+}‘a+'-'+a':-||' (4)

Si el espacio es euclideo, los nimeros X, ..., A,_, son reales y la
igualdad {4) es veridica cuando, y sélo cuando, estos nimeros son
de un mismo signo. Estd claro que en este caso los puntos A,,
Asy .-, A, se hallan sobre una misma recta y que los segmentos
sucesivos (A, A1, [A,, A, ..., [A.-,, 4;] de la quebrada se
intersecan solo en los correspondientes puntos exiremos. Es decir,
en un espacio puntual euclideo la longitud de una quebrada es igual
a la longitud del segmenio resultante cuando, y sélo cuando, la
quebrada es una particicn del segmenio resultante.

Vearos ahora como determinar la distancia enire los puntos 4
y B de un espacio puntual unitario U, si se conocen las coordena-
das de estos puntos. Sea (0, e, ..., e,) una base de referencia
coordenada de 1, cuyos veclores forman un sisierna ortenormal en
el espacio vectoriat €. Indicando por @, ..., @, y B,, ..., B, las
coordenadas de los punfos A y B en la base de referencia sehalada,
tendremos

AB=0B—04 = Bri—x)e -+ .o (B —a) €n

(B
A
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de modo que
p(4, By=VTIh—ol+ ... +|p—aal (5)

Si el espacio 11, es euclideo, las coordenadas de los puntos serén
nGmeros reales y, por consiguiente, la formula (5) puede ser repre-
sentada en la forma

(4, B)=VBi—o + - - + Ba— ) ®)

Al deducir estas formulas hemos aceptado que los vectores de la
base de referencia coordenada forman un sistema ortonormal. Estas
bases de referencia se llamaran orfonormafes. Si en lugar de una
base de referencia coordenada ortonormal se toma una cualquiera,
la férmula para la distancia entre dos puntos adquiere una forma
mas compleja que aquf no la daremos.

32.2. Angulo entre rectas. Consideremos en un espacio puntual

unifario 1, de n dimensiones dos rectas cualesquiera X y 9. Tome-
mos en cada una de estas rectas un par de diferentes puntos A,, A,

y A,, A,, respectivamente, Los vectores 4,4, ¥ A A, que corres-
poncfen a estos pares satisfacen la desiguald‘ad de Cauchy — Bunia-
kovski

| (A4, m]l

A ANl AsAg i
Por lo tanto, existe un nimero real ¢ que safisface la exigencia
_ @A AA) | (g n
COS = ——=t=! LAY i
A A N Ay ( <¢< 2) 8]

Este nimero ¢ no depende de c6mo se escogan los pares indicados
de puntos en las rectas X y 9. Efectivamente, si B,, B, y B, B,
son otros pares anélogos, se tiene

B.B,=AA,A, y B.B,=p-A.4,
para unos valores adecuados &, p€K y por ello

1(B:B, BBy _ _Ihpl  |(Aade AA01 _
I B3Bs 11 BBl IATIT A -1l Asd, i

Luego, el nimero real @ que cumple las exjgencias (1) depende
sblo de las rectas X y 9 y se llama magnitud del dniuto entre las
rectas X y 9 o simpremente dngulo entre las rectas X y 9.

Las rectas X y 9 se llaman perpendiculares, si el dngulo entre
ellas es igual a m/2. De las relaciones (1) se deduce que las rectas
X y 9 son perpendiculares cuando, y sélo cuando, cualquier vector
que se halla sobre una de estas rectas es ortogonal a cualquier vector
que se halla sobre la olra recla.

03 .
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Notemos también que e dngulo entre las rectas X y ¥ es igual
a cero cuando, y sélo cuando, las rectas son paralelas.

En efecto, si las rectas son paralelas, los vectores que se hallan
sobre estas rectas son linealmente dependientes y por ello en la
f[érmuta (1) tenemos A,A,=Ai-A,A, y mediante simplificaciones
directas obtenemos cos¢=1 y ¢ =0. Reciprocamente, sea ¢=0 y,
por consiguiente,

I(AlAa- A:,A_‘} | == " AI‘ASH' ” A,A‘ !I
Este es el caso en el que en la desigualdad de Cauchy —Buniakov-
ski tiene lugar el signo de igualdad. Por consiguiente, 4,4, =x. A,4,,
de modo que las rectas X y ¥ son paralelas.

Fijemos en el espacio unitario 1, una base de referencia coor-

denada ortonormal (O, e, ..., ¢,). Como sabemos las écuaciones
de las reclas X y ¥ pueden ser representadas en la forma
§|—§?=,_,=,En—§:'i=f, 2)
iy [
e O L || (S 3)
m My '

donde { es un parémetro y I, ..., I, y m,, ..., m, son los coefi-
cientes directores. Supongamos que el punto A; se obtiene para el
vator {={; (i=1, 2, 3, 4). Indicando por e, ..., «;, las coorde-
nadas del punto A;(f=1, 2, 3, 4), tendremos
o =1t+E (i=1, 2 s=1, ..., n),
o =md,+n! (=3, 4 s=1, ..., n)
y, por consiguiente,
)(1'1;['.\$ ('fl_tl} (llel +... +lnen}n
AsA = (t,— ) (e, + . .. - mee,).
Introduciendo en la férmula (1) eslos valores, obtenemos
L 4 Ay |
Cos = . 4
¥ VILP+ F L Vi P P @
Esta es la formula estandard para el coseno del édngulo entre unas
rectas dadas por las ecuaciones candnicas (2) y (3) en un sistema

de coordenadas ortonormal. Tomando la recta (3) como la recta
coordenada s-ésima, definida por las ecuaciones

& B En

Tm...sz...ﬁ——.-ﬁ'

e indicando por o, el dngulo entre la recta (1) y esta recta coor-
denada, obtenemos i

BR8]
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y, en particular,
cos?@,+ ... +costq,=1. {5)

Hemos visto ya en el p. 30.3 que la condicion de paralelismo
de las rectas (2) y (3) puede ser representada en la forma

Ar s An
my AL RIS My "
Tomando en la férmula (4) |p=%, llegamos a la relacidn

m+...+10m,=0, (6)

que representa la condicidn de perpendicularidad de las rectas dadas
por las ecuaciones canbnicas en una base de referencia coordenada
ortonormal.

En los espacios puntuales euclideos se introduce también, ade-
mas del concepto de angulo entre rectas, el concepto de é&ngulo
entre rayos. Las ecuaciones canonicas de los rayos en un espacio
euclideo n-dimensional puntual también se representan en la forma
(2 y (3), donde &, ..., E3 y n}, ..., 5 son las coordenadas de
los vértices de estos rayos, y las coordenadas §,, ..., &, de un
punto arbitrario de estos rayos se obtienen de las ecuaciones indi-
cadas dando al pardmetro { unos valores no negativos arbitrarios.
Puesto que el campo principal es en este caso el cuerpo de los
niimeros reales, existe un nfimero real {nico ¢ que cumple las
exigencias

by =+ Ay,
Vit .  F3Vm+. . tmi

ﬁue se denomina dngulo enire los rayos sefialados. Segin estas
efiniciones el 4ngulo entre cualesquiera rectas esti comprendido

siempre en los limites 0 y 325— mientras que el &ngulo entre unos
rayos puede ser también obtuso. Supongamos, por ejemplo, que un
rayo estd dado por sus ecuaciones canonicas

0 0
Bi—d _ ___En_;*éz=¢ {t=0).

Cos =

O<sogn), (7)

T

La ecuacion del rayo opuesto que con el rayo dado forma una
recta inlegra es entonces de la forma

s - o

1 =.._=@=z (t<0)
¥ L

o en forma canodnica

O A

—h 7 =

Lo

t=0)
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Calculando el angulo entre estos rayos opuestos segin la férmula
(7), obtenemos cosg¢= —1 y por lo tanto ¢=mn.

32.3. Proyecciones ortogonales. Empleando e! concepto de per-
pendicularidad de rectas es facil definir la relacion de perpendicu-
taridad de unos planos k-dimensional y /-dimensional en un espacio
unitario U,. Se dice que la recla X del espacio U, es perpendicular
a un plano MM k-dimensional de 11, lo que se indica simbolicamente
por X { M, si X es perpendicular a cualquier recta que pertenezca
a

Puesto que la perpendicularidad de las rectas equivale a la
ortogonalidad de los vectores no nulos que se hallan sobre ellas,
se tiene

XiMe T LW, (n
donde M significa e subespacio tangente al plano M (en las nola-
ciones del p.29.3 se tiene M = L (A)).

Una recta X se llama perpendicular trazada desde el punto A
hacia el plano M, si X pasa por A, es perpendicular a M y se
corta con M en un punto P. El punto P se llama base de la
perpendicular trazada desde A hacia M o proyeccion de A sobre M.

TEOREMA L. En wun espacio unitario U, de n dimensiones desde
todo punto A gue no se halle sobre un plano arbitrario k-dimensional
M (I<<hk<Cn—1) se puede trazar una perpendicular hacia M, y
sélo una.

UNICIDAD, Supongamos que existen dos rectas diferenfes A\ By
AVC (Bs=C;, B, CeM) perpendiculares a M. Estas rectas deben
ser entonces perpendiculares a la recla B\ C que se halla sobre el
plano L.

Supongamos que las rectas AV B, AVC y B\yC—que se hallan
obviamenie sobre el plano bidimensional A\/ B\ C—tienen, en una
base de referencia ortonormal del plano AV BVWC, los coeficientes
directores (4, 4}, (m,, my) y (n,, n,), respectivamente. La condicién
de ortogonalidad de las rectas A\B y B\/C implica la igualdad
L+ Ln,=0 (véase (6)); andlogamente la orfogonalidad de Av/C
y de BVC implica la igualdad myn,+mpn,=0. Vemos que el
sistema

Lo+ Lx, =0, )

My myx, =0 |

tiene una solucion no trivial (n,, n,). Por consiguiente,

4 f,,|=0
my my| i

es decir, Fi:lT=E?; Luego, las rectas A\VVB y AVC son paralelas
(véase el p. 30.3) y tienen un punto comin A. De aqui se des-
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prende que ellas coinciden. La contradiccién ohtenida concluye la
demostracién de la unicidad.

EXISTENCIA. Supongamos primero que I es un hiperplano, es
decir, que k=n—1. En 1, existe, segtin el p. 17.5, un subespacio
vectorial de una dimensién M~ ortogonal a M. El conjunto A-TL
es una recta que pasa por A y es perpendicular a M. Resta probar
solamente que A.-DL se interseca con IN. Pero, esto es evidente,
ya que en el caso contrario la recta A.TL seria paralela a M y
por lo tanto en Dt existiria una recta paralela (y no perpendicular)
a A<M,

Si ahora M no es un hiperplano de U,, consideremos el subes-
pacio S1=AVIM. El conjunto M es un hiperplano del espacio
unitaric M. Luego, segin lo anterior, desde j se puede trazar
dentro de M una perpendicular hacia M. Es obvio que esta perpen-
d'icu:a{:I serd también una perpendicular denfro del espacio pyin-
cipal U,.

En el teorema (1) se resuelve el problema sobre la posibilidad
de trazar desde el punto A una perpendicular de modo que corfe
el plano M. Veamos cudl es la situacidn, si omitimos esta exigen-
cia. Segin el p. 17.5, el conjunto IML de todos los vectores del
espacio 11, ortogonales a 0t es un subespacio vectorial de dimensién
n—k. Por esto el conjunto A-9L serd el conjunto de los puntos
que se hallan sobre todas las rectas que pasan por A y que son
perpendiculares a M. Puesto que ML es un subespacio vectorial de
dimension n—*k, el conjunto A-DEL es un plano (n—k)-dimensional.
La interseccién de A-Tit y de M no puede contener ninguna recta
X, ya que en el caso contrario cualquier vector que se halla sobre X
perteneceria simultdneamente a los espacios M y PEL, lo cual es
imposible. Por consiguiente, la interseccion de M y ADL o es
vacia o consta de un solo punto. Si A€M, la interseccion de MW

A-TtL consta, obviamente, del punto A. En cambio, si A 3,
a base de la perpendicular trazada desde A hacia Mt pertenece
simult4neamente a A- ML y a My, por ello, el conjunto Mn 4 Vit
estd formado solamente por la base de la perpendicular mencionada.
El plano A-Tt+ suele llamarse a veces complemento ortogonal a M
trazado por el punto A. En particular, si M es un hiperplano y
A¢IR, el complemento ortogonal A-IRL es la recta que es/ferpen-
dicular al hiperplano M y que lo intercepta en el punto A. Esta
recta se llama perpendicular al hiperplano Bt levantada desde el
punto A.

Se llama proyeccidn {con mdés precisidn, proyeccion ortogonal) de
un punto 4 sobre un plano cualquiera M el punto de interseccion
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de los planos M y A.VLL. En otras palabras, si A¢M, se llama
proyeccion de A sobre M la base de la perpendicular trazada desde A
hacia 9t. Si A€M, se llama proyeccién de A sobre M el propio
punto A. La proyeccion de A sobre 3N se indica a veces por PrpAd
o por Ag. La aplicacién Pro:11, — O se llama proyeccion (orto-
gonal) del espacio U1, sobre el plano M.

Veamos como se expresan las coordenadas de la proyeccion del
punto A sobre el plano M en términos de las coordenadas de A
Tomemos en el espacio M una base orto-
normal e, ..., g, y complementémosla con
los vectores e, ,, ..., g, hasta obtener una
base otronormal e, ..., ¢, ..., e, de todo
el espacio l,. Fijemos en M un punto
cualquiera O y tomemos como base de
referencia coordenada de 1, la base de
referencia (0, ¢, ..., &,). Sean &, ..., a,
las coordenadas del punto A en esla base
de referencia. Demostremos que la proyec- Fig. 10.
cién de A sobre M serd el punto P con
las coordenadas «,, ..., a, 0, ..., 0 (véase la fig. 10 para k=2).
En efecto, el plano T consta de los puntos cuyas filas coordenadas
son de la forma (§, ..., E, 0, ..., 0). Por esto todo vector x
perteneciente a I puede ser representado en la forma Ee, ...

.o 4Bl Pero PA=ocy, .84, + ... +a.e, y por lo tanto se tiene
(x, PA)=0, es decir, la recta P\/A es perpendicular al plano T
que es lo que se queria demostrar. Luego, si

OAd=oe,+ ... +oyey+. .. + e,

resulta .
OAm=a.e,+ ... +oye, (2)
M=0V0e, V ...V Og,.
De la férmula (2) se desprende directamente el siguiente teorema
importante.
TEOREMA 2. La proyeccidn ortogonal Prao:Wl, — MM es una aplica-

cién lineal, es decir, para cualesquiera puntos AW, AW, Aw gw,
A® y AW y para cualesquiera ndmeros &, w€ K la relacidn

donde

W=R-A"‘”A'“+p.-w (3)
implica
AR AR =h. ADAR + . AR AY. @)

Efectivamente, indicando por &, ..., a® las coordenadas del
punto AY (i=1, ..., 6) y tomando en cousideracion la condicién
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(3), obtenemos las igualdades
U —af =Ml —oP)+p @ =) (s=1 ..., n). ()
Por otra parte, debido a (2), tenemos

ATAETD = (a0 —a) e+ ... + (" —aff) e (i=2. 4, 6). (6)
Comparando (6) y (5) llegamos a la relacion (4).

Se llama proyeccién g de un conjunto arbitrario de puntos €
sobre un plano M el conjunto de las proyecciones sobre Mt de todos
los puntos de &.

TEOREMA 3. La proyeccion de una recta X sobre un plano cual-
guiera M es una recta o un punto. Si XV, ..., X' son unas reclas
de un espacio unitario U, y M es un plano cualquiera de 1, se
tiene

(v L v RSy =Xy L VAR (7}

Tomemos en cada una de las rectas X' un par de pusntos dife-
rentes AY, BY (i=1, ..., s). El plano X®Wy...\vX" esta for-
mado por aquellos puntos C para los cuales
ATC = A, ATBT 4 ... + Ay AVET 4

_I_ p.z. Aﬂ}AW) + e *__ !"‘3' A(llA(.ﬂ (8}
para unos valores adecuados A,, ..., Ay M, ..., p, €K (véase el
p- 29.2). Basandonos en (4), obienemos de aqui

ARCu =2 AWBW + ... 41,-AWBR + :
e AR AR + L, ARAR, 9

de modo que
Cu= (ARV BV ... V(AR v BR).
Reciprocamente, si
DE (AR VBV ... V(AR v BR),
para valores adecuados A,, ..., ks, P, ..., B €K se tiene
AD =, ATBD + ...+, ADBD+

Aty AR AR o ADAR.  (10)
Tomemos en el espacio XW'V/...\VX" un punto C tal que se
cuinpla la igualdad (8). Comparando (9) y (10) vemos que Cy=D
y por ello DE (XM ...V X" )y Vemos, por consiguiente, que
X0V .V EO = (AR VBR)V ... V(AR V BR).

Para s=1 obtenemos X§}’'= A\ B{Y. Por consiguiente X{} =
=A%V B§! y quedan demostradas ambas afirmaciones del teorema 3.
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COROLARIO. En un espacio unitario la proyeccion de un plano N
sobre otro plano es de nuevo un plano cuya dimension no sobrepasa
la dimensidn de .

Para la demostracion es suficiente representar el plano N en
forma de la adherencia lineal de las rectas independientes que
pasan por un punto y aplicar la férmula (7).

En los espacios puntuales euclideos estin definidos los conceptos
de segmento y de cuerpo convexo. Mediante la formula (4} se
comprueba facilmente el teorema siguiente.

TEOREMA ¢ En un espacio puntual euclideo la proyeccién de un
segmento cualquiera [A, B] sobre un plano M es un segmento [Am,
By) y por ello la proyeccidn de cualquier conjunto convexo es un
conjunto convexo.

En efecto, si Ce[A, B], se tiene AC=1.AB, 0<C{Ah<{1. De
aqui se deduce, debido a (4), que AnCm =24 AyuBn y por lo tanto
Cn€[An, Bul y [4, Blw S [An, Bn]. Reciprocamente, si D& [Ax,
Buy], para un valor conveniente de & (0<CA<C1) tenemos ApD =
=h-AnBy. Tomando en el segmento [A, B] un punto C tal que
AC=\.AB y comparando (4) con la igualdad ApD =3-ApBm,
obtenemos D=Cwm y, por consiguiente, [Aw, Bw] <[4, Bln que es
lo que se queria demostrar.

Veamos cémo pueden calcularse las coordenadas de la proyeccién
de un punto dado sobre un hiperplano dado, si se conocen las

coordenadas del punto y la ecuacién del hiperplano. Sea (0, ¢,, .. .,¢,)
una base de referencia coordenada ortonormal de un espacio unitario,
sea B un punto de coordenadas §,, ..., P, v sea
aE . et =0 (11)
1a ecuacién del hiperplano dado. Consideremos dos puntos distintos
cualesquiera C y D de coordenadas respectivas y,, ..., ¥,y 8, ..., 6,
que se hallan sobre el hiperplano (11). Tenemos entonces
CD=@3,—v)e+ .. +B—ve, (12)

Las coordenadas de C y de D deben satisfacer la ecuacién (11).
Introduciéndolas en la ecoacién (11) y restando 1érmino por término
las dos igualdades obtenidas, encontramos

oy (& =)+ ... +a, (6, —y,)=0. (13)
De (12) y (13) vemos que la recta
ot n_Bn
1= =..,=5—a:~_ (14)

es perpendicular a cualquier vector CD que se halle sobre el plano
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(L1} y, por ende, es perpendicular a este plano. Puesto que la rec-
fa (14) pasa por el punto B, las igualdades (14) son las ccuaciones
canénicas de la recta que pasa por el punto dado B de coordenadas
By ooy Bn y que es perpendicular al plano dado (11).

Resolviendo conjuntamente las ecuaciones (11) y (14), encontra-
mos las coordenadas

Ei=a"(alﬂl+'”+““ﬁ5)d’.‘+ﬁ-(ft] .

vay
a%+...+o¢,’i 7 )

de la proyeccién de B sobre el hiperplano (11).

32.4 Angulo entre un plano y una recta. Consideremos un plano
arbitrario W A-dimensional periencciente a un espacio unitario It
de n dimensiones y una recia cualquiera X de este espacio que
intercepta el plano M en el punto A. La proyeccién de la recta X
sobre el plano W es una recta Xy que pasa por el punto A, El
angulo entre la recta X y su proyeccion X se llama dngulo enire
la recta X y el plano M (fig. 11). Si la recta X se halla sobre el
plano M, se tiene X=2ZX» y el adngulo
entre X y M es igual a cero. Si X no se
halla sof;‘;re el plano 9, existe el finico
plano (&4 1)-dimensional M que pasa
por I y X. El plano M es un hiperplano
en el espacio I y por ello se puede
trazar en 9 sélo una perpendicular ¥
adM por el punto A. Sea B:-un punto

Fig. 11. cualquiera de X diferente de A ysea C la
proyeccién de B sobre . La recta BV C

se halla en el espacio M y es perpendicular a Mi. Todas las per-
pendiculares a un mismo hiperplano son paralelas (véase el p.32.3)
y por esto las rectas Y, X y AV C (véase la fig. 11} se hallan
sobre un mismo plano bidimensional. De aqui se deduce que el
dngulo ¢ entre X y W y el dngulo ¢ entre X y Y dan en suma n/2.

Resta considerar el caso en que el plano k-dimensional M y la
recta X no se intersecan. Tomemos sobre el plano 9 un punto
cualquiera 4. En el espacio 1 existe, segin el p. 30.3, una recta tnica
X’ que pasa por el punto A y S]J%e es paralela a la recta X. El dngulo
entre la recta X’ y el plano M se Nama en este caso dngulo entre
la recta X y el plano 5)1. Es fécil comprobar que el dngulo entre
la recta X y el plano M definido de esta forma no depende de cémo
se escoja el punto auxiliar A.

Supongamos que en un espacio 11 se ha fijado una base de re-
ferencia ortonormal (0, e, ..., €;) ¥ que en esta base de referencia
estdn dados un hiperplano M por medio de la ecuacidén

a’lEl+""+aﬂ§H=m n
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y una recta X mediante sus esuaciones candnicas

TS S 2 @

"

Tomemos en el hiperplano M un punto A y sean Oy, ..., O, sus
coordenadas. Entonces las ecuaciones de la recta X’ que es paralela
a X y que pasa por A son

_El‘l°l=. it (3)

K las ecuaciones de la perpendicular Y levantada en el punio 4
acia el hiperplano M seran

§1—0 §:—0,
-la—ll= P =T' (4)

Por lo visto en el p.32.2, para el angulo ¢ entre X’ y 9 se tiene

I“l'{l'{' an +an1n|
Vie P4 Flagl® VIL P+ ...+l

y. por consiguiente, el &ngulo ¢ entre It y X satisface las relaciones

leadi ... Fanl,)
Vie P+ o Fla,l VILPEF ... 1L FP

(0<e<3).

Igual que en el espacio euclideo corriente, el 4ngulo entre una
recta y un plano en un espacio unitario posee la propiedad de
extremalidad.

TEOREMA. Supongamos que en un espacio unitario W, de n dimen-
siones una recta X se corta‘con un plano k-dimensional M en un
punto A formando un dngulo ¢ diferente de O y de n/2. Entonces
el dngulo entre X y cualquier recta 3, que pasa en el plano W por
A y es diferente de la proyeccion de X sobre M, es mayor que ¢,

Tomemos sobre ¥ un punto cualquiera B diferente de A y tra-
cemos desde B hacia M una perpendicular indicando su base por C.
Indiquemos por D la base de la perpendicular trazada desde el
punto B hacia la recta 3 (véase la fig. 11). Puesto que la recta
B C es perpendicular al plano M, los 4ngulos BCD y BCA son
rectos. El angulo BDA es recto por construccién. De los triangulos
rectdngules BCA, BDA y BCD obtenemos, respectivamente

35, sen(%, 8)=22 y BD =V BC+DC > BC.

Luego, seng < sen(%, B) y ¢ < £ (X, B) que es lo que se queria
demostrar

cos ==

SENQ =

®)

sengp=
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Ejemplos y problemas

En los problemas que se ofrecen a conlinuacion se szpone que en cada uno
de los casos se ha escogido y se ha fijado una base de referencia ortonormal
de) espacio puntval euclideo y que los punios de este espacio se dan par las
coordenadas calculadas en esta base

1. Hallese lagglroyeccién orfogonal del segmento [(0, 0,0, 0), (4, — 1, — 3, 4))
sobre el plano =Ayv Ay v Ay v Ay, donde las [ilas coordenadas de los
puntos A, A,, A,Oy Ay son, respectivamente, (0, 9, 0, 0,), (I, 1, 1, 1),
(1,22 —Ny(, 060 3.

2. Se llama distancia de un punto A a un plano 7 el minimo de las dis-
tancias enire el punto dado y los puntos de M. Demuéstrese que esta distancia

es jgual a la longitud del vector APryA.

3. Hallénse las Iongiludes de los lados y los édngulos interiores del trifngulo

cuyos vérlic?s ;slén dados por las filas coordenadas (2, 4, 2, 4, 2), (6, 4, 4, 4, 6)
(5 7. 5,7, 2).

4 4. Hallese el dngulo entre la recta Ay v B y el plano 4, v A, v A,, donde

las filas coordenadas de los puntos A,, A,, A, v B son iguales, respectivamente,

2{0,0,0,0), (3, 4, —4, —1), (0. 1, — 1, 2) 'y (2, 2, 1, 1).
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